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Vorwort zum Release 1.1

Im Rahmen meiner Diplomvorbereitungen habe ich einige Tippfehler be-
seitigt. Die Erstellung von computergestiitzten Abbildungen wird erst im
Release 2.0 erfolgen.
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Skript nun vollstéindig in elektronischer Form vor. Es beinhaltet zusétzlich
44 Abbildungen und ist im Postscript-Format verfiighar. Es kann als Hard-
copy tiber die Fachschaft Physik bezogen werden oder als Postscript-Datei

'holger@hal6000.thp.uni-duisburg.de



II

iiber die Fachschafts-Seite des Fachbereichs 10 Physik und Technologie im
World Wide Web. Da sich die letztgenannten Dienste noch im Aufbau be-
finden, konnen mir Interessenten an der elektronischen Form eine E-Mail?
senden. Sie erhalten das Skript dann auf Diskette.

Mit dem Shareware-Programm Ghostscript von Aladdin Software, das
fiir fast alle Plattformen im Internet verfiigbar ist, kann der Inhalt der
Postscript-Datei problemlos angezeigt werden. So ist es moglich auch nur
bestimmte, fiir den jeweiligen Nutzer interessante Teile des Skripts auszu-
drucken.

Mit dem Release 2.0 stelle ich meine Arbeit an diesem Projekt ein.
Idealisten, die Verbesserungen und Fehlerkorrekturen vornehmen méchten,
konnen sich an mich oder Prof. Entel wenden. Wir stellen den editierbaren
KTEX-Quellcode gerne zur Verfiigung.

Weeze, den 31.07.1997 Holger van Husen

2holger@kleemann.uni-duisburg.de



Inhaltsverzeichnis

1 Klassische Mechanik

1.1 Wiederholung allgemeiner Grundlagen . . . . .. .. .. ... ... ...
1.2 Lagrangesche Dynamik . . . . . . . . ... ... ... .. .........
1.3 Hamilton-Prinzip . . . . . . . . . ... ...
1.4 Hamiltonsche Formulierung der KM . . . . . .. .. .. ... ... ...
1.5 Kanonische Transformationen . . . . . . . .. .. .. ... .. ......

1.6 Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld . . . .. ... ... ..

Grundbegriffe der Quantenmechanik

2.1 Einfihrung . . . . . . ..
2.2 Die Quantennatur des Lichtes . . . . . . .. ... ... ... ... ...,
2.3 Elektronenbeugung . . . . . . .. .. Lo L Lo
2.4 Die Schrodingergleichung . . . . . . . ... o Lo
2.5 Mittelwerteinder QM . . . . . . ..o
2.6 Das Eigenwertproblem fiir stationéire Zusténde . . . . . ... ... ...
2.7 Eindimensionale Eigenwertprobleme . . . . . . ... ... ... ... ..
2.8 Der eindimensionale harmonische Oszillator . . . . . . .. ... .. ...
2.9 Die Impulsdarstellung . . . . .. .. .. . L o L
2.10 Nachtrag zum Oszillator . . . . . .. . ... ... ... ...

10
15
17



v

INHALTSVERZEICHNIS
Aufbau der Quantenmechanik 59
3.1 Zusténde, Observable und Dirac-Schreibweise . . . . . ... .. ... .. 59
3.2 Eigenwertproblem und Spektraldarstellung . . . . . . .. ... ... ... 64
3.3 Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation . . . . . . ... .. ... ... .. 71
3.4 Zeitentwicklung . . . . ... oo 7
Symmetrietransformationen 81
4.1 Inversion am Ursprung . . . . . . . . . . . . .. .o 81
4.2 'Translationen um den Vektora . . . . . .. ... ... .. ... ..., 82
4.3 Rotationen um den Ursprung . . . . . . . . . . .. ... 83
Quantentheorie des Drehimpulses 89
5.1 Eigenwerte des Drehimpulsoperators . . . . . . . ... ... ... .... 89
5.2 Kugelfunktionen . . . .. .. .. oo L 93
5.3 Teilchen im sphérisch symmetrischen Potential . . . . . ... ... ... 98
5.4 Das Wasserstoffatom . . . . . .. .. ... L L 101
5.5 Kovalente Bindungen und das Ha-Molekil . . . . .. . ... ... .. .. 106
5.6 Normaler Zeeman—Effekt . . . . . . . .. ... ... 0oL 115
Streutheorie 117
6.1 Streuquerschnitt und Partialwellen . . . . . .. ... ... ... ..... 117
6.2 Streuphasen und Bornsche Néherung . . . . . . . .. .. .. ... .... 123
6.3 Streuung an Potentialen . . . . . . . ... ... Lo 126
6.4 Allgemeine Streutheorie . . . . . . .. ... ... 131
Niherungsverfahren 135
7.1 Entwicklung nach kleinen Stérungen (keine Entartung) . . . . . . . . .. 135
7.2 Fastentartung von zwei Energieniveaus . . . . . . . . ... ... ... .. 139

7.3 Variationsverfahren . . . . . . . . . ... . 140



INHALTSVERZEICHNIS

8 Der Spin des Elektrons

8.1 Spinoperatoren fiir das Elektron . . . . ... ... ... 0oL

8.2 Spinabhingige Wechselwirkungen . . . . . . . . ... ... ... ... ..

8.3 Addition von Drehimpulsen . . . . . . ... ... ... ... ... ...,

8.4 Die Feinstruktur des Wasserstoffspektrums . . . . . . ... ... .. ..

9 Dirac-Gleichung

9.1 Prinzip der minimalen Kopplung . . . . . . . . ... . ... ... ...

9.2 Der Spin des freien Dirac-Teilchens . . . . . . .. ... ... ... ....

9.3 Kovariante y-Matrizen . . . . . . ... Lo Lo Lo

9.4 Geschwindigkeit und Paritédt des Dirac-Teilchens . . . . . . .. .. ...

10 Das relativistische H-Atom

10.1 Lamb-Shift und Hyperfeinaufspaltung . . . . .. .. .. ... ... ...

10.2 Nichtrelativistischer Grenzfall . . . . . . . . . . . .. .. ... .. ....

10.3 Diracs Lochertheorie

143
143
149
150
153

157
157
160
164
167



VI

INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

Klassische Mechanik

1.1 Wiederholung allgemeiner Grundlagen

Klassische Mechanik:!
Studium der Bewegung von (geladenen) Koérpern mit der Masse m unter gegenseitigen
und &dufleren Einfliissen.

Kinematik:
Die Kérper werden durch idealisierte Teilchen, sogenannte Massenpunkte ersetzt und
ihre Bewegungen durch Bahnkurven r;(¢) im euklidischen Raum beschrieben.

Grenzen der Giiltigkeit der Klassischen Mechanik:

Fiir mikroskopische Objekte wie z.B. Elektonen in atomaren Bereichen verliert die
klassische Bahnkurve ihren Sinn, da der Ort und die Geschwindigkeit nicht gleichzeitig
scharf gemessen werden konnen. Es ist eine quantenmechanische Beschreibung erfor-
derlich.

Fiir kosmische Dimensionen ist der Raum nicht mehr euklidisch. Daraus folgt eine
Beschreibung im Rahmen der (allgemeinen) Relativitétstheorie.

Die Dynamische Beschreibung basiert auf den vier Newtonschen Aziomen:

Axiom 1.1 (Tragheitsgesetz) Existenz eines Inertialsystems, in dem fiir kriftefreie
Teilchen gilt:

ZrmrZ = P = const.

(2
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2 KAPITEL 1. KLASSISCHE MECHANIK

Wegen dem Schwerpunkt
1
== M Z m;r;
und )
MR =P

entspricht die krdftefreie Bewegung einer gradlinig gleichformigen Bewegung des
Schwerpunktes.

Axiom 1.2 (Dynamische Grundgleichung) Im Inertialsystem bewirkt eine dufSere
Kmft K?(I‘l, f‘l, s I'N, f‘N, t) N

=K/ +> K;; =K, (1.1)
i#]

Axiom 1.3 (Wechselwirkungsgesetz) Fiir innere Wechselwirkungskrdifte gilt:
Ki<—j = —Kjgi = K(I‘,L — I'j)

I‘Z'—I‘j

= —VZ-Vij = *Vz‘V(|I'i — I‘j|). (1.2)

Beispiele:
Newtonsche Gravitationswechselwirkung als Kraft des Korpers 2 auf den Korper 1.
ry —ry

K12 = —GmlmQW

Coulomb-Kraft zwischen zwei Ladungen 1 und Qs:
rn —I9

=Q1Q2—

rp —raf3

Mittels der Definition
K;;=0 (1.3)

schlieffit man selbstwechselwirkende Krifte aus. Fiir die Schwerpunktsbewegung folgt

dann aus (1.1):
MR = ZpZ—ZKa+ZZK]—Ka (1.4)

ioiFg
————
=0
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Axiom 1.4 (Superpositionsprinzip) Es ist bereits in (1.4) benutzt worden:

K* =K+ K3+ K%+ ...

Mathematisches Problem der Klassischen Mechanik:

Bei Vorgabe von K¢(r1,¥1,...,rn, Ty, %), = 1,..., N, und bei Vorgabe der K;; 16se man

die 3N Differentialgleichungen 2. Ordnung in (1.1) mit den 6 N Anfangsbedingungen
0 0

Bei abgeschlossenem System mit K¢ = 0, K;; # 0 bleibt der Gesamtimpuls erhalten und

das Problem reduziert sich auf 6 Integrale der Bewegung mit den Anfangsbedingungen
R und P°.

Gesamtdrehimpuls:

% %
Zeitliche Anderung:

= ZI’Z‘XK?jLZI'iXKij:Na. (16)
7

2
Der Betrag der inneren Kréfte fillt heraus:

S (1 x Kyj) = %Z[(ri x Kij) + (r; x Kji)] = %Z(r@- —1j) xKij =0

1, i,J 1,

Ohne #uBeres Drehmoment (N® = 0) ist L = L. In einem abgeschlossenem System ist
demnach L konstant.

Energie:

Bevor man das volle Problem (1.1) 16st, betrachtet man héufig die Eigenschaften von in-
tegralen Groflen. Diese Eigenschaften fithren zu allgemeinen Aussagen, die unabhéingig
von der speziellen Form der Bahnkurven r;(¢), bzw. der Bahnkurve des Schwerpunktes
R(t), sind.

So ist z. B. der Energiesatz eine direkte Konsequenz von Newtons Gleichung bei kon-
servativen Krdiften.

Kinetische Energie:

m;,
T= Z ?r? (1.7)
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Die zeitliche Anderung von T entspricht der Leistung unter Beteiligung der inneren

Krifte:
%

(1.8)

Die an den Teilchen geleistete Arbeit aller Krifte zwischen den Zeiten ¢; und to ist

dann:
to to
T —T = /Tdt: /Zfl-Kl- = Agy
i1 t1 i

Fiir konservative Krifte existiert eine potentielle Energie:

V= V(I‘l, - ,I‘N) mit K;=-V,;V und V,;= Vri

Daraus folgt

dV . d

@y Vo.or — K = il —

g7 ;vzv i Zr i=—T=2(T+V)=0
oder

T+V =FE = const.
wobei )
V:;V‘l(ri)%—z;Vﬂri—rﬂ) mit V; =0
Wegen
Kz‘j == —V,Vij = —VijVij und Kij = —sz‘

gilt:

1.2 Lagrangesche Dynamik

Einschrinkung von Freiheitsgraden:

(1.9)

(1.10)

(1.11)

Haufig ist die Bewegung eines Teilchens durch geometrische Bedingungen eingeschrankt
(klassisches Beispiel: Pendelbewegung). Fiir N Teilchen kénnen die 3N Koordinaten der
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Bahnkurven r;(t) gewissen Beschrinkungen unterliegen. Die Bindung an Flidchen und
Kurven sei durch r holonome Nebenbedingungen gegeben:

folrr,...,tn,t) =0 , n=1,...,r <3N (1.12)
Es verbleiben f = 3N — r Freiheitsgrade.
Wir denken uns (1.12) durch Zwangskréfte Z; realisiert, so dafl an Stelle von (1.1) tritt:

pi=K;+2Z; , i=1,...,N. (1.13)

Virtuelle Verriickungen:

Obwohl man die Z; explizit (fiir holonome Zwangsbedingungen) berechnen kann, zieht
man hédufig eine Formulierung der Klassischen Mechanik vor, in der die Z; nicht mehr
auftreten. In elementarer Form geschieht dies mittels virtueller Verriickungen.

ri—r;+or; , t—t+40t mit =0

Die dr; sind infinitesimale Verschiebungen, die mit den Zwangsbedingungen (1.12) ver-
tréglich sind:
fu(r1+6dry,..., vy +6ry,t) =0

Daraus folgt:

N
= fa(r1+0r1,..t) = falry,.. ) =6fn = Vifn-0r;=0 (1.14)

i=1
Die realen Verriickungen erfolgen in dt # 0, fiir sie gilt:
df, —in dr’—i—%dt—o (1.15)
n — Pt 1IN 7 at - .

Offensichtlich gilt 6 f,, = df, fiir t-unabhéngige (skleronome) Bedingungen.

D’Alembert-Prinzip:
Die Krifte, die durch Bindung von Teilchenbewegungen an Flichen u. s. w. auftreten,
leisten bei virtuellen Verriickungen keine Arbeit am System:

N
> Zibr; =0 (1.16)
=1
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Aus (1.13) folgt dann:
N

Y (Ki—pi)-ori =0 (1.17)
i
Lagrangesche Multiplikatoren:
Aus (1.17) folgt eine erweiterte Newton-Gleichung mit expliziter Form der Zwangs-
krifte unter Verwendung von Lagrangeschen Multiplikatoren. Wegen ¢ f,, = 0 gilt auch
A6 fr, = 0. Daraus folgt:

> (Ki—pi+ Zr: M Vifn) - 6r; =0 (1.18)

=1 n=1

Nur die f = 3N —r Verriickungen dr; sind unabhéngig. Fiir die restlichen Verriickungen
bestimmen wir die A, so, daf} gilt:

T
n=1
=7,
(1.19) bezeichnet man manchmal auch als Lagrange-Gleichungen 1. Art.
Lagrange-Gleichungen:
Man vermeidet die Berechnung der Zwangskrifte, wenn man von den 3N Kartesi-

schen Koordinaten ry,...,ry auf f = 3N — r voneinander unabhéngigen Koordinaten
q1,--.,qy so transformiert, dafl

ry = I‘l(Ql;~--7Qfat)

ry = rN(qlu"'7Qf7t) (120)

die Gleichungen f, = 0 in (1.12) identisch erfiillen. Die Wahl dieser verallgemeinerten
Koordinaten ist nicht eindeutig. Aus (1.20) folgt:

81‘1 i 81'@

or; = Z Ori ok Z (1.21)
Damit folgt fiir die virtuelle Arbeit:
N arz
> Kior; = Z Z K 5% = Z QrOqk (1.22)
i=1 k=1i=1

Qk
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Q. = verallgemeinerte Kraftkomponente, wobei Qdq; stets die Dimension [Energie]

besitzt. Fiir >, p; - or; folgt mit (1.21):

3 35 i
mit;0r; = miti —0qy
Pt i=1 k=1 O
Y[ <f.0m>_f.d8m] 54
ot Ldt oy Yt dgi) "
S (a2) e
Sie Ldt 0 "oge] "
N f r
d { o <1.2>} 9 (1.2”
= m; |5 [z | =15 — 5| 5% g
;k;l Ldt [Og \2 8% 2 o
f
d (8T> aT}
= S |5 (= 6qk_zz4k561k
= [dt Gy Oqr k=1
mit
N )
T:T(qu__.7q}c7(j17,._,(jf,t):Zir?
i=1

Aus dem D’Alembertschen Prinzip (1.17) folgt mit (1.22-24) dann:

=z
KH

D (K —pi) - 0ry =0 =Y _[Qr — Axldgr =

7 k=1

Dies entspricht f Differentialgleichungen 2. Ordnung fiir die gj.

Vereinfachung fiir konservative Krifte:
= —ViV(I'l, ey I‘N)

N OF; oV

=Qn=> K —:—Zvv =

= Oqp  Ogi

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)
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AuBerdem gilt gTVk = 0, so daB fiir konservative Kréfte aus (1.25) wird:

aoL or (127
dt Oqr,  Oqy

. . 1.28
L:T_V:L(Qla"wqf)(ha""(bcat) ( )

(1.27) bezeichnet man als Lagrange-Gleichungen 2. Art. L = T — V heiit Lagrange-
funktion. Man wird in der Klassischen Mechanik also zunéchst auf die Lagrangefunktion
gefithrt. Die fiir die Quantenmechanik so wichtige Hamiltonfunktion geht dann aus
(1.28) durch eine Legendre-Transformation hervor. In der Feldtheorie ist die Existenz
einer Hamiltondichte bei gegebener Lagrangedichte nicht immer gesichert.

1.3 Hamilton-Prinzip

Hamilton-Prinzip:

Die Eulerschen Gleichungen der Variationsrechung dhneln den Lagrange-Gleichungen
der Klassischen Mechanik. Man kann daher annehmen, daf3 sich die Lagrange-Gleich-
ungen durch Variation eines geeigneten Funktionals ergeben. Die Feststellung, dafl dies
so ist, hei3t Hamiltonsches Prinzip.

Extremale Wirkung:

Wir gehen von den verallgemeinerten Koordinaten zuriick auf Kartesische Koordinaten
und betrachten die 3N Bahnkurven r;(¢) im Zeitintervall ¢t; < ¢t < ty (ausgezogene
Kurve):
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Die gestrichelte Kurve sei eine durch dr;(¢) bestimmte und mit den Nebenbedingungen
vertréigliche Nachbarbahn. Die Endpunkte sind jedoch gleich, d. h.,

51’2‘(t1) = (5I‘i(t2) =0 s 1= 1, cee ,N (1.29)

Diese Forderung ist keine Einschriankung, da ein beliebiges Zeitintervall betrachtet wer-
den kann. Um alle mit den Nebenbedingungen vertriaglichen Bahnen zu erfassen, mufl
iiber das D’Alembert-Prinzip (1.17) fiir diese Zeitintervall integriert werden:

to N to to
/ [Z(KZ- _ pi)ors| dt = /6Ldt: (5/Ldt: 0 (1.30)
t1 1=1 t1 t1
Beweis fiir die Giiltigkeit von (1.30):
Wegen
. d,. e d . 1.,
r;or; = g(rlérz) — 1;0T; = g(rzérz) — 55(1'1-)
gilt:

to N d . to
/Z[Kiéri — o matidr) +5(Shd) dt = /5(T _V)dt=0
tl =1 N e’ tl

=0,wegen(1.29)

Dabei wurde fiir

> Kidr; =—Y ViVir; = -5V

im Falle konservativer Kréfte gesetzt.

(1.30) ist ein integrales Extremalprinzip. Die wirkliche Bahn zwischen gegebenen
Anfangs- und Endbedingungen ist diejenige Bahn mit extremaler Wirkung

1)
S= [ Ldt (1.31)
t1
, d. h., auf ihr ist 65 = 0.
Der Ablauf der Bewegung wird hier nicht mehr durch Differentialgleichungen wie in
(1.17) bestimmt, sondern durch ein Integralprinzip.

Es ist leicht zu zeigen, dafl die Lagrange-Gleichungen (1.27) aus dem Hamilton-Prinzip
(1.30) folgen. Variation (virtuelle Verriickung mit 6¢ = 0) der Lagrange-Funktion L =

L(le' : 'an7q1) s 7qf’t) ergibt:
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Mit
4 () - (L2,
dt \dg. dt og. ) O
folgt:
)
oL d (0L d 0L
0=65= /[ dt —9 — =4 o e )
/ ; [5’% W (3% qk) (dtadk) Qk]
t1 T
Damit gilt
oL doL _
8qk dt 8qk N

weil die dqi linear unabhéngig sind. Die Lagrange-Gleichungen sind die Eulerschen
Gleichungen des Variationsproblems

to
6S:6/Ldt:0

t1

1.4 Hamiltonsche Formulierung der KM

In der Hamiltonschen Formulierung werden verallgemeinerte Koordinaten und Impulse
als dquivalente Variable behandelt. Die Hamiltonschen Gleichungen, die an Stel-
le der Lagrange-Gleichungen (1.27) treten, sind von einer gewissen mathematischen
Einfachheit und auflerdem symmetrisch in ¢ und ¢g. Diese mathematische Durch-
sichtigkeit steht hinter der Bezeichnung kanonisch, mit der man diese Gleichungen
belegt. Es zeigt sich auflerdem, daf} in dieser Formulierung die Gleichungen der klas-
sischen Mechanik invariant unter einer Klasse von Transformationen bleiben, die man
als Kanonische Transformationen bezeichnet. Newtons Gleichung (1.1) ist z. B.
nur invariant gegeniiber einer Galilei-Transformation. Von besonderer Bedeutung ist
ferner, dafl die Hamiltonfunktion mit der Energie verkniipft ist, die Lagrangefunk-
tion (1.28) hingegen nicht.

Ubergang von L zu H:
Gegeben sei L = L(q,q,t) mit q: qi1,...,qf. Wir definieren einen verallgemeinerten
Impuls
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» oL
k p—
e (1.32)
und bilden:
8L OL d oL . OL d OL
dt—;[@qk Qk}‘f'at agaquqk o @Z’;pkq}e‘FE
~—
=pk
Somit:
d . oL
. lzpqu _ L] - - (1.33)
k
Totales Differential von L:
oL oL oL
dL = d ——dg —dt = ed dg —dt
Z[ qr + i Qk} + 5 > Predar + predds] + 5

k

. . OL
d [Z Prir — L] = > ldprdx + prddr] = Y [pedar. + prddr] — a—dt
k p ks

. . oL
= D [=prda + dndpi] — 5-dt (1.34)
k

Die natiirlichen Variablen der Funktion

f
k=1 (1.35)

sind also q und p und nicht q bzw. q. Die mathematische Verkniipfung (1.35) zwischen
L und H entspricht einer Legendre-Transformation. H heifit Hamiltonfunktion. Aus
(1.35) folgt:

0H OH

R R (1.36)

dH = Z [ dqy + En

Vergleich von (1.34) und (1.36) fithrt zu:
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OH 5

91—

gjﬂ; (1.37)
87]9[;; = Qk ) k = 17 7f

g oL (1.38)
ot ot (1.39)

(1.37)-(1.38) sind die Hamiltonschen Gleichungen. (1.39) besagt, daf8 auf der linken
Seite q und p und auf der rechten Seite q und ¢ festgehalten werden. (1.35 ist der

Ausgangspunkt zur Berechnung von H. Wenn H die Zeit nicht explizit enthélt, gilt:
dH OH

(1.40) gilt offensichtlich dann, wenn L die Zeit nicht explizit enthélt ( z. B. fiir sklero-
nome Zwangsbedingungen und konservative Krifte). In diesem Fall folgt:

. or; . m; . 2 or; Or; . .
r; = g =T= qxd
T R Y s

(971

Daraus folgt, dal T homogen quadratisch in den ¢ ist. Wegen

0L

Pk= 7 =72 =2) anq
Gy, 3% Z

gilt
Zpk% =2 apqge = 2T
kol

=H=> ppgp—L=2T—-(T-V)=T+V
k

Fiir skleronome, konservative Systeme gilt also der Erhaltungssatz:

H(q,p) =T(q,p) +V(q) =

(1.41)
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Zyklische Koordinaten:
Die Koordinate g heifit zyklisch, wenn sie in L(q,q,t) bzw. in H(q, p,t) nicht vor-
kommt. Wegen (1.32) und (1.37) folgt sofort:

OH

pp=———=0 = pp=aq=const. (1.42)

o4
Der zu einer zyklischen Koordinate gehtrende verallgemeinerte Impuls ist zeitlich kon-
stant.

Beispiel: Zentralbewegung in der Ebene. Es sei ¢ = r und g2 = ¢.

A
y
r = r(cosyp,sinp)
r dr = dr(cosp,sing) + r(—sin, cos ¢)dy
= 7(cos,sin ) + r¢(—sin @, cos p)
P2— 2202

X
Die Lagrangefunktion lautet:

L=T# V() = 5% + 17" = V()

© ist eine zyklische Koordinate. Fiir die generalisierten Impulse folgt:

oL , oL 2.
= —=mr = =mrp=«
2 a2
H= 2p'” +5 o5+ V()
m..emr (1.43)

a?p = L? = const. entspricht der wohlbekannten Drehimpulskonstanz bei Bewegungen

in Zentralkraftfeldern.

Verallgemeinerte zyklische Koordinaten:

Das Beispiel beschreibt wegen H(q1,q2,p1,p2,t) = H(r,pr, pp,t) offensichtlich ein Sy-
stem mitf — 1 Freihheitsgraden, da die Koordinate ¢ nicht mehr in H auftaucht. Man
kann die Losung eines beliebigen Problems der klassischen Mechanik also so sehen,
dafl man verallgemeinerte Koordinaten sucht, die alle zyklisch sind. Dann hingt die
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Hamiltonfunktion nur noch von den generalisierten Impulsen und der Zeit ab. Die ge-
neralisierten Impulse sind selbst zeitlich konstant, d. h.,
OH
=0

H:H(p:l?apfat) und pk:—@_

Die kanonischen Bewegungsgleichungen lauten dann:

OH
Gp = — =wi(t) und pr =0
" oy ()
Als Losung erhilt man:
t
pr = ap =const. , qp= /Wk(t/) dt’ + By,
0

Dies entspricht 2f Integrationskonstanten.

Poisson-Klammern:
Fiir zwei beliebige Funktionen, F(q,p,t) und G(q,p,t), definieren wir die Poisson-
Klammer durch

oF 0G  OF 0G
F,.G] = [—} . 1.44
£ zk: Oq Opr, Opr Oqi (1.44)
Wegen
0 5 [O g1 O] O s [OE0H 0P o] oF
t 2= (0q.™ " op™ T ot T 2= (0. 0p  Opr0ar) T Ot
gilt Cf;;:F:[F,H]Jr%]Z
(1.45)
Speziell lassen sich die Hamiltonschen Gleichungen schreiben als
pr = [pk, H] Gk = gk, H]. (1.46)

Dies zeigt, welche kompakte Notierung im Rahmen der Hamiltonschen Formulierung
moglich ist. (1.46) ersetzt vollwertig (1.37)-(1.38) und natiirlich auch (1.27). Sehr
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wichtig sind im Hinblick auf die Quantenmechanik die sogenannten fundamentalen
Poisson-Klammern:

. 1 : k=1
@k @] = pest) =0, [ar, ] = 0 mit by = { 0 ¢ k< (1.47)

Dies ist unmittelbar klar, denn

Sind F und H nicht explizit zeitabhéingig (H = E = const) so ist F' genau dann
eine Erhaltungsgrofie, wenn die Poisson-Klammer von F' mit H verschwindet: F =
[F, H] = 0. Fiir translations- und rotationsinvariante Systeme gilt fiir die Komponenten
(a =1,2,3) des Gesamtimpulses und Gesamtdrehimpulses:

[P., H] = [Lo, H] = 0.

1.5 Kanonische Transformationen

Die Symmetrie zwischen verallgemeinerten Koordinaten q und p in der Hamiltonschen
Formulierung legt es nahe gemischte verallgemeinerte Koordinaten zu betrachten.
An Stelle von Punkttransformationen

Qk:Qk(Qat) , k=1,....f (148)

(z. B. Ubergang von Kartesischen zu Polarkoordinaten) wollen wir jetzt kanonische
Transformationen betrachten:

Qk:Qk(C‘Lp?t) ) Pk:Pk(CLp?t) ’ k:]-vaf (149)

Die Transformation in (1.49) der q und p auf die @ und P heiflen kanonisch, wenn
die @), P wieder kanonische Gleichungen erfiillen:
OH' . OH'

!/ !
= =— = . 1.
op. Py aQn H =H'(Q,P,t) (1.50)

Qk

Der eigentliche Sinn der Kanonischen Transformation besteht darin, alle @y, zyklisch zu
machen. Daraus folgt: P, = aj = const.; denn dann hat man (von f Zeitintegrationen
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abgesehen) die entsprechende Aufgabe aus der KM gelost. Optimal wiire es, ein H' so
zu finden, dal H' = 0 gilt.

Zur Ermittlung von H'(Q, P, t) fithrt man eine geeignete Funktion ¢(Q, P, t) ein. Diese
Funktion heiffit Erzeugende der Kanonischen Transformation. Aus dem Hamil-

tonschen Prinzip
[
5/Lﬁ:0
t1

folgt zunéchst, dafl die Addition einer beliebigen Funktion %(ﬁ(q, t) zu L ohne Einfluf}
aud die Lagrange- Gleichungen bleibt (beide Typen von Bewegungsgleichungen folgen
aus dem Hamilton-Prinzip).

Klar, denn

do
Lo+
o

fiihrt bei der Variation zu:

5 / dt = 5[(a,tr) — dlq,t2)] =0 da Sq(tz) = da(tr)

Wegen H =} ;. prgr — L mufl bei einer Kanonischen Transformation gelten:

5/[%)WR—H]ﬁzé/ﬁ%?&@k—HWdt:O

d¢

o (1.51)

> prir — H(q, p,t ZPka - H'(Q,P,t) +
k

¢ ist eigentlich beliebig. Um jedoch den Formalismus so kurz wie moglich zu gestal-
ten, wollen wir hier annehmen, dafl die q,Q ebenfalls ein System von unabhéngigen
Koordinaten bilden. Diese Einschrinkung ist nicht notwendig. Fiir ¢ heifit das:

Et 50 Qk| T 5, (1.52)

Ao _ 00, 9651, 9
o=0@ @)= G = gt 5o

(1.52) in (1.51) eingesetzt liefert durch Koeffizientenvergleich:

0¢(q,Q,t)
Iqx

PE = , Pp= W (1.53)
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nd 7(Q.P.1) = Hia,p,0) + LYY

(1.54)

Hamilton-Jacobi-Gleichung:

Die Erzeugende fiir den Fall H'(Q,P,t) = 0 sei W. In diesem Fall sind neben den
oW

P, = ay, = const. auch die Qp = B = const. wegen (1.38). Aus (1.53 folgt: pp = ar -
Dies liefert in (1.54) eingesetzt:
ow oW
4 (1.55)

(1.55) heift Hamilton-Jacobi-Gleichung und ist eine partielle Differentialgleichung fiir
W(Q17 v 7Qf7ﬂ17 e a/8f7t)

Beispiel:
Ein Teilchen im Potential V(r). Es folgt:

2 2 2 2
v L0y (20 (o o _
H= 2m+V(r) =5 l( o + ay + 5% +V(z,y,2)+ 5 =0

Dies zeigt sehr schon, dafl man das mechanische Problem eines Systems mit f Freiheits-
graden (im Beispiel f = 3) zuriickgefiihrt hat auf die Losung einer einzigen partiellen
DGL.

Formaler Lésungsweg:
Losung von (1.55) liefert W(q, 8,t) = ai = —%, Auflosung dieser f Gleichungen
nach den g liefert g = qr(a, 3,t) als Losung mit den 2f Konstanten a1, ...,ay und

Brs--, By

1.6 Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Aus der Elektrodynamik wissen wir, dal die Kraft auf ein geladenes Teilchen im elek-
tromagnetischen Feld durch die Lorentzkraft gegeben ist:

1
mi=e (E + -1 x B) (1.56)
c
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e sei die positive Elementarladung.
Frage: Existiert L obwohl die Lorentzkraft nicht konservativ ist?

Antwort: Ja, L hat die Form:

L=T-V="0—cp+ i A
¢ (1.57)

V ist in diesem Fall ein geschwindigkeitsabhéngiges Potential. Man beweist die Rich-
tigkeit von (1.57), indem man hieran (1.56) herleitet (Schreibweise: % = V).

oL e

= mr+ —-A 1.

i + . (1.58)
d OL . edA

dor =" (1.59)

oL  O0p e . B e.. .
E— €g+za[rA]——GVQO—FC[I'X(VXA)—F(I'V)A}

Mit 42 = (:V) A + %—‘? folgt dann:

%%If’f%f - mi"Jri{(fV)AJr%ﬂnLeVgoi[fx(VxA)+(I"V)A]
= mi‘—i—e[Vg@—i—i%ﬁ}—ifx(VxA).
Mit 1A
E=-Ve--"" , B=VxA (1.60)

folgt in der Tat (1.56). Dabei ist die Darstellung (1.60) eine Folge der Maxwell-

Gleichungen:
VxE:—la—B , VxB=0.
c Ot

Aus (1.57) folgt fiir den kanonischen Impuls:
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Fiir die Hamiltonfunktion ergibt sich:

1 2
H=rp—-L= <mr+6A)f—m (p_eA) tep— SPA
c 2 m?2 c c

1 2
H:<p—€A> +ep
2m c

Hamiltonsche Gleichungen:

r= %—g und p = —%—f sind identisch mit m#¥ = eE + £r x B.

19

(1.61)

(1.62)

(1.63)
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Kapitel 2

Grundbegriffe der
Quantenmechanik

2.1 Einfithrung

Auf Seite 1 wurde auf die Grenzen der Giiltigkeit der KM in atomaren Bereichen hin-
gewiesen. Fafit man das Elektron als geladenes makroskopischen Teilchen auf und
verwendet die Klassische Mechanik und die Klassische Elektrodynamik zur Beschrei-
bung der Elektronenbewegung um den Atomkern, so miifite das Elektron wegen der
beschleunigten Bewegung andauernd elektromagnetische Wellen aussenden.

Klassische Mechanik und Elektrodynamik:

Jedes Atom ist instabil! Dies widerspricht natiirlich der Realitdt. Durch Lichtstreu-
ung an Atomen (Wechselwirkung zwischen Photonen und Elektronen) kann man die
diskreten Atomspektren (J-funktionsartige scharfe Linien) nachweisen.

Plancksches Wirkungsquantum:
Die Diskretheit der Spektren macht die Einfithrung einer neuen Naturkonstanten not-
wendig

h
h=_— =1.055-10"*"erg sec (2.1)
27

(Bohr,Sommerfeld,Wilson...) und erfordert eine neue theoretische Formulierung fiir mi-
kroskopische Objekte wie das Elektron.

Ubergang zur QM (iilterer Zugang):
Wir wollen diesen Zugang nur aufgrund der geschichtlichen Entwicklung erwédhnen. Wir

21
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gehen zuriick zur Hamilton-Jacobi-Gleichung (1.55):

ow ow >
Hdq,—, )+ —=—=0 , W=W(q,pB,t). 2.2
(@ 50+ G (. .1 (22)
Liegt keine explizite Zeitabhingigkeit vor, so ist H = E eine Konstante der Bewe-
gung. Daraus folgt %—Vf = —F. Dies ist von Bedeutung fiir konservative Systeme, die

gleichzeitig separierbar und periodischer Natur sind.

Separierbar:
W(qi,. . a5 0,t) = Wilaqr, B.t) + ... + We(az, 5, 1). (2.3)

Wegen (1.53):
pkzaalg/];k , j=1...,f (2.4)

(2.3) definiert eine Klasse von Systemen, in denen jede Variable sich unabhéngig von
den anderen bewegt.

Periodisch:
{q,p} nimmt im Laufe der Zeit wiederholt die urspriinglichen Werte an. Fiir die Be-

wegung im Phasenraum folgt:
Man definiert nun eine Wirkungsvaria-

P ble'des Systems durch

q . .
wobei pg durch (2.4) gegeben ist und das
Integral iiber die schraffierte Flache im
Phasenraum einer Periode zu erstrecken
ist.

A

Der Ubergang von dem durch (2.2)-(2.5) beschriebenen klassischen System zu einem
Quantensystem geschieht durch die Quantisierungsvorschrift:

Jk:%pkqu:nk-h s nk:1,2,... (2.6)

Beispiel: Eindimensionaler harmonischer Oszillator

2
p koo
H=—+—-q¢=F 2.7
5 T 54 (2.7)
! Ji hat die Dimension einer Wirkung: [Jx] = 8 — ergsec

sec
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Aus (2.2) folgt:

1 /OWN\? &k
H=_—(— ~¢*=F
2m<8q)+2q

Die formale Losung lautet damit:

oW k
= — _— 2
p= 24 :t\/Zm (E 54 ) (2.8)

Mit der Variablentransformation

q:\/%shﬂ = dqz“%cos@d@ (2.9)

2K
J = 74 dqp = ?{ doy | —COSH\/QmE (1 — sin?6)
k
2
- 2E,/%/ dfcos®0 = 27TE,/% =n-h (2.10)
0
(2.6)

Mit w? = % folgt hieraus:

erhalt man:

E=nhw , n=12,...

(2.11)

p Offensichtlich wird durch (2.6) die Fliche
der erlaubten Orbitale quantisiert, d. h.
der Phasenraum {gq,p} wird in Gebiete
der Grofle h eingeteilt. Wie wir spéter se-

q hen werden, liefert (2.11) tatséchlich die
richtigen Energiewerte fiir den quanten-
mechanischen Oszillator, wenn man von
der Nullpunktsenergie einmal absieht.

Bohr hat die vorstehende Uberlegung auf die Bewegung eines Elektrons im Atom iiber-
tragen und gefordert, dafl (2.6) auch fiir ,,Elektronenbahnen* giiltig ist, auf denen das
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Elektron keine elektromagnetische Energie abstrahlt. Diese Bahnen mit ihren diskre-
ten Energien &hnlich (2.11) sollen stabil sein und somit das diskrete Atomspektrum
erkldren. Die Konstante 7 in £ = hw = hr verkniipft dabei die Teilchenei-
genschaft £ mit der Welleneigenschaft v. Fiir das im Kernpotential gebundene
Elektron entspricht die Quantisierungsvorschrift (2.6) der Bedingung einer stehenden

Welle: L
D = = A — de Broglie-Wellenlénge
k

1
= Jk:]{kopk:hj{)\kd%:nk‘h

Wir wollen hier nur (ohne Beweis) festhalten, daff (2.6) in manchen Féllen gute Ergeb-
nisse liefert, im allgemeinen aber nicht richtig ist. Insbesondere erfiillen nicht alle
Systeme die Forderung, konservativ, separabel® und periodisch zu sein. Z. B. kann man
mittels (2.6) keine Mehrelektronensysteme quantisieren.

Mittels (2.6) hat man eine halbklassische QM postuliert, da man immer noch an der
Bahnkurve eines Teilchens festhélt. Die Grundlage fiir eine bessere Formulierung der
QM ist im wesentlichen von Sommerfeld und Dirac geschaffen worden (neuer Zugang
zur QM). Sie haben (2.6) durch die Kanonische Quantisierungsvorschrift ersetzt.
Sie beruht darauf die klassische Poisson-Klammer (1.43) durch einen Kommutator
der QM zu ersetzen:

[F,G] — — [F,¢] (2.12)

1
ih
F und @ sind jetzt hermitesche Operatoren (Observable), sofern es sich um mefibare

Groflen handelt. Insbesondere gehen die fundamentalen Poisson-Klammern (1.47) tiber
in die Kanonischen Vertauschungsrelationen

h
ks @] = ok, 2l =0, [pws @) = 0 (2.13)
Entsprechend erhilt man die fundamentale Bewegungsgleichung fiir Operatoren aus
(1.45) geméB der Ubersetzungsvorschrift:

A (2.14)

St

Wir werden uns in dieser Vorlesung im Rahmen der Kanonischen Quantisierungs-
vorschrift bewegen. Sie kann auf jedes System der KM angewendet werden. Der

2Die analytisch losbaren Probleme in der QM sind i. a. separabel
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ungeheuere Erfolg dieser quantenmechanischen Formulierung wird durch alle bekann-
ten experimentellen Ergebnisse unterstiitzt. Die auf (2.12) beruhende QM vermag unter
anderem die folgenden Systeme qualitativ und quantitativ richtig zu beschreiben.

1. Atome: Stabilitit, Grofle, diskrete Spektren
2. Molekiile: Stabilitdt durch homdopolare Bindung

3. Festkorper: Stabilitét, makroskopische Quanteneigenschaften wie Magnetismus
und Supraleitung u. s. w.

4. Kernphysik: Radioaktiver Zerfall

5. Elementarteilchenphysik: Erweitert man die QM auf die QFT (Quantenfeld-
theorie), so kann man auch die Entstehung und Vernichtung von Elementarteil-
chen beschreiben. Allerdings gibt es hier noch nicht geldste Fragestellungen.

Im folgendem Abschnitt tragen wir einige experimentelle Fakten zusammen, die we-
sentlich mit dazu beigetragen haben, sich von der KM und KE zu 16sen und die QM
zu formulieren.

2.2 Die Quantennatur des Lichtes

In der KE wird das Licht durch eine elektromagnetische Welle der Form
(E,B) = Re |(Eg, Bo)e'tr "] (2.15)
beschrieben. Interferenzen entstehen durch Superposition von verschiedenen (E, B)

-Wellen und Intensitéiten sind proportional zu E? +B?2. Wichtige BestimmungsgroBen
fiir die elektromagnetische Welle sind:

Kreisfrequenz w = 27y, (2.16)
27
Wellenzahl &k = |k| = Y (2.17)

Sie werden durch die Dispersionsrelation verkniipft:

w=ck (2.18)



26 KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER QUANTENMECHANIK

Wir wollen im folgenden 3 Effekte auffithren, die auf die Quantennatur des Lichtes
hinweisen und die sich daher nicht mit der Wellennatur (2.15) erkldren lassen.

1. Photoelektrischer Effekt:
Durch Licht konnen Elektronen aus einer Metalloberfliche austreten.

7 Charakteristisch fiir das Spektrum dieser ,, Photoelek-

tronen*:

Elektron a) Maximale kin. Energie der Elektronen E,,., =
hw — A, wobei A der Austrittsarbeit entspricht.

E
‘\q/\/\/ b) Intensitéit des Spektrums (~ Anzahl der Elek-

Li(%ht tronen) ist proportional zur Lichtintensitit —
mehr Elektronen bei gleichem FE,, ;.

Metall

Offensichtlich widerspricht b) der KE, in der die Energie der Welle durch E? + B2
(Intensitit) gegeben ist. Aus a) kann man aus der Steigung / entnehmen:

A Emax

Deutung:

»Metallelektronen“ kénnen Licht in Form von Lichtquanten absorbieren. Die Quanten
des quantisierten Feldes (2.15) nennt man Photonen; sie haben die Energie £ =
hw. Fir hw > A konnen die Metallelektronen aus dem Metall heraustreten. Auch
die Existenz von A ist nur quantenmechanisch deutbar, denn klassisch sollten auch
fiir kleine w und hinreichender Beobachtungszeit Elektronen austreten. Die richtige
Deutung dieses Effektes geht auf Einstein zuriick.
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2. Hohlraumstrahlung:

y

Ein Hohlraum (Wénde haben die Tem-
peratur T) ist im thermischen Gleichge-
wicht mit elektromagnetischer Strahlung
ausgefiillt. Laut Experiment ist die spek-
trale Verteilung dieser Strahlung:

Planck benutzte quantisierte Energien fiir die Wandatome: £ = nhw und berechnete

theoretisch: .
2
u(w, T) = —5— (M”) (2.19)
mhec 5T _ 1

Dieses Ergebnis stimmte bestens mit dem Experiment tiberein und ist giiltig fiir alle
Frequenzen. Auch hier war zur Erkldrung die neue Naturkonstante & erforderlich: Die
elektromagnetische Strahlung kann mit den Wandatomen nur diskrete Energiewerte ~
nhw austauschen. (2.19) 16ste gleichzeitig das Problem, daf§ die aufintegrierte klassische
Energiedichte

[o.¢]
/dwu(w) wegen  Ugass(w, T) ~ w’kpT
0

unendlich grof§ wére (Ultraviolettkatastrophe).

3. Compton-Effekt:
Photonen mit der Energie € = hiw haben aufgrund der relativistischen Energieformel

e =/c2p? + m3ct (2.20)

auch einen Impuls. Wegen v = ¢ und € = mc? mit m = mq/y/1 — %; haben Photonen
Ruhemasse Null, da sonst die Energie € des Photons unendlich grofl wire. Daraus folgt:
h
p="="Y 5k mit p=rnk (2.21)
c c
Die Interpretation von Photonen als Teilchen mit Energie und Impuls wird durch den
Compton-Effekt bestétigt. Bei Streuung von Licht an freien Elektronen tritt eine cha-
rakteristische Anderung der Wellenlénge auf:

AN =X —Xg = A:(1 —cosb) (2.22)
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A¢ heifit Comptonwellenléinge des Elektrons:

2
Ae = Lh, m — Ruhemasse des Elektrons (2.23)
me

(2.22) kann mittels Impuls- und Energieerhaltung bei einem Stofiprozef§ zwischen Pho-
ton und Elektron gewonnen werden (Ubung).

Als Ergebnis dieser drei Effekte haben wir ein Elementarteilchen, das Photon, gefunden.
Eine richtige Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Photonen und Elektronen
kann wegen der Lichtgeschwindigkeit der Photonen nur im Rahmen der QED erfolgen.
In dieser Vorlesung beschrinken wir uns auf die nichtrelativistische QM (in der die
Photonen nicht vorkommen), die eine angemessene Beschreibung fiir mikroskopische
Objekte mit Masse (wie Elektron, Neutron) darstellt.

2.3 Elektronenbeugung und ihre statistische Deutung

Bei Beugung von Lichtwellen (oder Wasserwellen...) mit der Wellenfunktion
Y(r,t) = Ae’kr—ed) (2.24)

an einem Hindernis entstehen Kugelwellen (Huygensches Prinzip), die interferieren
konnen. Ein geeigneter Detektor mifit dann die Intensitét

p(r,t) =P (r,t)Y(r,t) = ‘@D(r,t)‘Q (2.25)

(2.25) ist Ausgangspunkt fiir mogliche Interferenzbilder. Hierzu einfachstes Gedanken-
experiment.
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Beugung am Doppelspalt:
Ist ein Spalt geschlossen, so sieht man die Inten- I W,
sitéit: , , e T
p1 = [¢1]" oder py = |¢o|”. MEUN
Sind beide Spalte geoffnet, so sieht man: ‘ ‘
~ ‘
p2 = |1+l RV | |
= put e+ 03 I W %
2 A

7ot (2:26) Schirm

Beugung von Elektronen:

Historisch postulierte de Broglie 1924 die Wellennatur des Elektrons im H-Atom, um die
Quantisierungsvorschrift (2.6) fiir Atomelektronen zu deuten. Der experimentelle Nach-
weis der Wellennatur gelang Davisson-Germer 1927. Heute sind (Streu-)experimente
mit Elektronen und Neutronen Standardmethoden der experimentellen Festkérperphy-
sik. Man kann also annehmen, dal mikroskopische Teilchen durch ein Feld oder eine
Wellenfunktion (wie beim Licht) zu beschreiben sind. Im Unterschied zu (2.15) ist das
Feld im allgemeinen nicht reell. Wie beim Licht nehmen wir an:

=5 (
/@ ®\ /

Teilchen- Wellen- Klassische
groRe groRe Teilcheneiger

Frage:

Wie hat man (2.24)-(2.26) fiir Elektronen zu deuten? Interpretieren wir p(r,t) als Ma-
teriedichte wie in einer Kontinuumstheorie, so geht der Teilchencharakter verloren.
Den Teilchencharakter kann man aber durch Auffangen einzelner Elektronen auf dem
Schirm nachweisen. Aus dem Nachweis eines einzelnen Elektrons im Detektor kann man
schlieflen, daf} es eine wohldefinierte Bahn zuriickgelegt haben muf3. Also doch ein klas-
sisches Teilchen? Beziiglich der Bahn: ja! Aber: verschiedene Elektronen treffen an
verschiedenen Stellen auf den Schirm auf. Daraus folgt, daf ¢(r,¢) kein einzelnes
Elektron beschreibt.

Richtige Interpretation von p(r,t) :
Die Dichte p(r,t) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron bei r anzutreffen.
Dabei ist die Bahn eines einzelnen Elektrons nicht vorhersehbar; deshalb verliert der
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Bahnbegriff in der QM seine Bedeutung. Die QM kann nur die Wahrscheinlich-
keitsverteilung p(r,t) vorhersagen?®

2.4 Die Schrodingergleichung

Die Schrodingergleichung ist eine lineare, partielle Differentialgleichung von erster Ord-
nung in der Zeitableitung, die die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion ¢ (r, )
beschreibt. ¢ (r,t) bezeichnet man auch als Zustand (einer Klasse von dquivalenten
Teilchen, z. B. Elektronen). Nachlissige Schreibweise: 1(r,t) = Zustand eines Teil-
chens, besser wire Wahrscheinlichkeitsamplitude. Die Schrédingergleichung 148t
sich nicht herleiten, sie 148t sich nur plausibel machen.

Ein freies Teilchen wird durch eine ebene Welle (2.24) beschrieben, wobei man den
Impuls des Teilchens durch Gradientenbildung bestimmen kann:

h

1

h i
Vip = ;vAeﬁ(Pr*Et) = pt (2.27)

Entsprechend 148t sich die Energie des Teilchens durch eine Zeitableitung bestimmen:

0 0 i
B — ih— Aer(Pr—Et) _ p 2.2
zhatw zhat en ) (2.28)
Fiir nichtrelativistische Teilchen gilt:
2
p
EF=— 2.2
o (2.29)

Folglich kénnen wir die Schrédingergleichung fiir ein freies Teilchen mit der Masse m
schreiben als: )

1 /h 0
L (‘v) =iy (2.30)

2m \ 1

Der Ubergang von der KM zur QM erfolgt somit formal durch die Ersetzung:

h
p — -V =p (Impulsoperator) (2.31)
i
0 A
E — m&EH (Energieoperator) (2.32)

3Wellen- und Teilchencharakter mikroskopischer Objekte lassen sich in der QM explizit ,,darstellen:

Schrodingergleichung . Hamiltonoperator in 2. Quantisierung

= Wellencharakter: 1 = Teilchencharakter: nx = (¢;, ci)
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Fiir relativistische Teilchen ist (2.30) ungeeignet, da nicht lorentzinvariant. Eine rich-
tige relativistische Erweiterung wird erst moglich durch Berticksichtigung der Statistik
der Teilchen (d. h. Beriicksichtigung eines zusétzlichen Freiheitsgrades mikroskopischer
Teilchen, des Drehimpulses).

Schrédingergleichung fiir ein elektromagnetisches Feld (p — p— €A |, E — E —ep):

C

W(r,t) = ihaatq/)(r,t)

(2.33)

Man bezeichnet die eckige Klammer auch als Hamiltonoperator fiir ein freies Teilchen
der Ladung e in einem elektromagnetischen Feld:

- (hv A t)>2 +ep(r, ) (2.34)
- 2m \i c ’ AR '

Dem Energiesatz der KM entspricht in der QM:

~ 0 .
Hw—zhaw—zhw

(2.35)

Oft hat man statt des elektromagnetischen Feldes ein duleres Potentialfeld, dann lautet
H:

~ h2
H=—A+V(rt 2.36
A+ V(E0) (2:36)
Fiir N Teilchen:
N N 52
H=— A, TN 2.
;M +V(ry N, 1) (2.37)

p(ry,...,rN,t) = [(r1,...,rN,t)|? beschreibt dann die Wahrscheinlichkeitsdichte bei
einer Messung zur Zeit t Teilchen 1 bei ry ... Teilchen N bei rn zu finden.

Wir wollen noch einmal alle wichtigen Begriffe im Zusammenhang mit der zeitabhédngi-
gen Schrodingergleichung (2.35) auflisten.

Zeitabhingige Schrodingergleichung:

~ 0
HY = ihg )
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Hamiltonoperator:
H entspricht dem Energieoperator und nicht ih%, wie man félschlicherweise aus (2.32)
ablesen konnte.

Quantenmechanischer Zustand:

Ist ¢ (r, to) zu einer Zeit to bekannt, so liefert (2.35) den Zustand zu jeder anderen Zeit.
Linearkombination:

Sind %1 und 9 Losungen, so ist es auch ¢ = a1¥1 + ast)s Losung.
Wabhrscheinlichkeitsdichte:

Mit p(r,t) = |¢(r,t)|? ist die Wahrscheinlichkeit das quantenmechanische Teilchen
(stellvertretend fiir eine Klasse identischer Teilchen) bei r in dr zu finden gerade gleich
p(r,t)d3r. Da die Wahrscheinlichkeit das Teilchen irgendwo zu finden gleich eins sein
sollte, muf} gelten:

/ drp(r,t) =1 (2.38)
Man bezeichnet (2.38) auch als Normierungsbedingung fiir die Wellenfunktion

/ Briv(e, ))? = 1 (2.39)

und schriankt damit die Klasse moglicher Zustandsfunktionen ein. Die Wellenfunktion
¥ (r,t) mufl absolut quadratintegrabel sein, wihrend die Normierungsbedingung
(2.39) zeitlich erhalten bleibt. Wir wollen dies fiir den Fall, dafl H von der allgemei-
nen Form (2.33) ist, beweisen:
Es gilt: . _
p=RP =9 = p=9P+yty,
i) = Hep S ok 5
ik = g } = ihp = b+ Oihg) = HY — pH

_ 2
Mit H = ﬁ (%V—% ) + ey folgt:

1 1 h h 2
po= { [—fﬂv? —2EAV - 2EVA 4+ (eA)
ih 2m ic ic c

+690}1/)

1 1 2
) { [—hQVQ ML\ I (€A>
2m 7 cC 1 c c

+ w} (U
- " [¢*v2w - W%*] i [W*(AV + VA)Y + 9(AV + VA)y*]
h
“omi ¥

2me
VY — V] + V(A7)
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Mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte:

i) = 5 [0 (59 = A o) + vl (-

1

V- iA(r,t)) w*(r,t)]

(2.40)

folgt die Kontinuitéitsgleichung:

p+V-j=0
(2.41)

Wichtig bei der Herleitung von (2.40)-(2.41) ist, dal der V-Operator auf alles wirkt,
was rechts von ihm steht. Aus (2.41) folgt die Erhaltung der Normierung?:

d
a/d?’rpz—/di”rv.jzyfdf-j.
|4 \% F

Die Beschrinkung auf quadratintegrable Funktionen, um die physikalische Forderung
(2.39) zu erfiillen, ist kein Problem, da man zu Wellenpaketen (Ubungen) {ibergehen
kann:

b(r) = / Prio(k) explikr). (2.42)

Stromdichte:
Sie veranschaulicht, warum (r,to) zur Kennzeichnung des quantenmechanischen Zu-
standes ausreicht. Wir betrachten (2.40) fir A = 0 und zerlegen 9 (r, ) in Betrag und
Phase:

B(x, 1) = [(r, )] (2.43)

1) = e )P )

(2.44)

Somit enthilt die Phase (und deswegen 1) Information iiber die momentane Geschwin-
digkeit des Teilchens.

4Es gibt natiirlich pathologische Fille, in denen die Kontinuititsgleichung nicht erfiillt ist.
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Operatoren:
Im Prinzip kommt man mit den folgenden Operatoren aus, da sich wegen

H(q,p) — H(q,p)
alle anderen Operatoren aus ihnen herleiten miissen.

Ortsoperator: r — T , Impulsoperator: p — %V =p

2.5 Mittelwerte in der QM

Mittlerer Ort eines Teilchens:

Da p(r,t)d*r die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, das Teilchen zur Zeit ¢ bei r zu finden,

ist es sinnvoll einen mittleren Ort zu definieren®:

:/dSrp(r,t)r:/d?’m/)*(r,t)rz/)(r,t) (2.45)

Mittelwert des Impulses:
Als mittlerer Impuls wird postuliert

p) = [ dro(r.0)pu(r,) (2.46)

Dieses Postulat ist plausibel, weil aus (2.45)-(2.46) die klassische Bewegungsgleichung
fiir die Mittelwerte folgt, falls der Ortsoperator nicht explizit von der Zeit abhéngt:

/d?’rpr 241) —/ d3rr(Vj) :/dgrj

/dSww BV /d3w 19y

\/

~

1

2

Daraus folgt:

(2.47)

SWeil T ein ,, trivialer “ Operator ist, lassen wir das Operatorzeichen fort
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Weiteres Differenzieren fiihrt zu

&2 d . s [..h B
m@<r>—%<P>— d’r| ZVUJ-HJJ ;Vﬂ)
baad —

Hu —V(H)

~

Mit H = ;ﬁ—; + V(r) fiir 1 Teilchen wird daraus

d? K2 h?
mas() = / &r [(—mmp*> Vi — 'V (—zmmpﬂ
+ / d3r [V*Vip — sV (V)]

—[yPVV

Der erste Term auf der rechten Seite fallt fort. Die verbleibende Identitit zwischen den
Mittelwerten bezeichnet man auch als Ehrenfestsches Theorem:

d2 d .
ms (1) = 2(B) = (=VV) = (K) (2.48)

Zeitliche Verdnderung des Mittelwertes eines beliebigen Operators A:

A darf jetzt die Zeit explizit enthalten (z. B. Hamiltonoperator mit zeitlich oszillieren-
dem Magnetfeld). Ferner nehmen wir an, dafl es plausibel ist, einen Mittelwert fiir A
wie fiir r in (2.45) zu postulieren. Dann folgt:

d, » _ 3 1% * 3 *87;1\
GMu= [ g Avrwra b1+ [ drets
[ i 77 —_
w B
ot

Damit gilt:

(2.49)
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Dabei bezeichnet [ﬁ , /q den Kommutator:

(2.49) entspricht der Gleichung der in der Einfithrung notierten Operatorgleichung
(2.14).

2.6 Das Eigenwertproblem fiir stationire Zustinde

Wenn H nicht explizit von t abhingt, so liegt es nahe, die Schrodingergleichung in r
und t zu separieren mittels

Y(r,t) = o(r)x(t) (2.50)
X

ﬁw = Xﬁ[gp = ilpx = Hp = ih(pK = = = —ja = const. = x(t) ~ exp(—iat)
X X

Schreiben wir noch ha = E, so gilt

Ve 6) = pr) exp(— 3 B) , Hlr) = Bp(r)
(2.51)

Das Eigenwerproblem H @ = Ep bezeichnet man auch als zeitfreie Schrodingerglei-
chung fiir stationire Zustinde, weil die zugehorige Dichte p(r,t) = |[¢(r,t)|> = |o(r)]?
zeitunabhéngig ist. Die Bedeutung von E wird durch

ﬁ>¢ :/d3m/)*(r,t)A /d?’rgo r)Ho(r E/d3r|<p
deutlich.

Man verbindet mit dem Separationsansatz (2.50) die Hoffnung, dafl die Menge dieser
Losungen ein vollstdndiges Funktionensystem bilden. In diesem Fall 158t sich jede
Losung von Hi(r,t) = ihi(r,t) schreiben als:

£) =3 appn(r)e it (2.52)
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Wie bereits erwidhnt, wird man nicht alle Losungen des Eigenwertproblems (2.51) ge-
brauchen kénnen. Die physikalisch sinnvolle Forderung nach Quadratintegrabilitéit hat-
ten wir bereits kennengelent. Dadurch wird die Losungsmannigfaltigkeit der ¢(r) stark
eingeschrénkt, da die meisten ¢(r) bei gegebenem FE fiir r — oo nicht abfallen!

E a
konti

N\

—_— <
é\ diskrete
Spektren (¢ normierba

Typisches Beispiel sind die nicht im Sinne von (2.39) normierbaren Streuzusténde fiir
E>0

Hilbertraum H:

Die Menge der ¢ € L£2(R3)  bilden einen linearen Vektorraum, auch Hilbertraum
genannt. In L9 kann ein Skalarprodukt mit einer Reihe von Rechenregeln definiert
werden:

Skalarprodukt: (p1|p2) Z/dthp’{(r)wz(r)a

Linearitédt: (p1|aps + bp2) = (a +b){(pi|p2) a,be S,
Hermitizitdt:  (p1]p2) = (@2]e1)™,

Positivitdt: (o) >0 , (p|lp) =0< ¢ =0,
Antilinearitdt: (ap1 + bo1|p2) = (a* + %) {p1|p2)
(2.53)

Norm: |[|¢|| = +1/(¢|e),
Homogenitit: ||ap|| = |al - ||¢]],
Positivitéit: ||l >0 , |lg||=0% ¢ =0,
Dreiecksungleichung: ||¢1 + @2|] < ||e1l] + |2l

5L5(R3) = Menge der in 3 quadratintegrablen Funktionen.
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Da wegen der Existenz der Norm eine Topologie definiert werden kann, héngt der
Konvergenzbegriff mit der Norm zusammen.

Konvergenz:
©n — @ im Sinne der Norm:

[ drlents) = o)l =0
bedeutet Konvergenz im quadratischen Mittel (aber keine punktweise Konvergenz
on(r) — p(r)!).

Vollstédndigkeit:
Lo als Hilbertraum ist ein vollsténdiger Vektorraum im Sinne der Konvergenz.

Dimension von Ls:
Die Dimension von L ist abzdhlbar unendlich.

Schwarzsche Ungleichung:

. (/ d3r\<p1<p2’>2 = (/ dgT’SOl’Q) ' </ dgr’(PQ'Q)

folgt die Schwarzsche Ungleichung;:

[{p1lpa)? < (p1lpr) - (p2lpa) (2.54)

Damit beweist man die Dreiecksungleichung.

Wir kommen nun zu einigen allgemeinen Eigenschaften von Operatoren. In dem Eigen-
wertproblem (2.51) wirkt der Hamiltonoperator H auf L9 als ein linearer Operator.
Allgemein heifit A linear, wenn gilt:

A(arp1 + asp2) = a1 Apy + az Ay (2.55)

Wir betrachten in dieser Vorlesung nur lineare Operatoren.

Beschrinkte Operatoren: R
Dann gilt mit einem festen C fiir alle ¢ € Lo die Abschétzung: [|Ayp|| < C[[p||. Das
kleinste C' heifit Norm von A.

Unbeschrinkte Operatoren:

Fiir sie ist die Angabe eines festen C nicht moglich. Der Impulsoperator p = %V, der
Ortsoperator und der Hamiltonoperator sind Beispiele fiir unbeschrankte Operatoren.
Unbeschranktheit bedeutet, dafi die betreffende Grofle jeden Wert annehmen kann.
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Nimmt man z. B. ein Wellenpaket mit rdumlich schnell verénderlicher Phase, so kann
der Impuls beliebig grof8 werden:

~ _ikr (I)
Unbeschriankte Operatoren kénnen zu Kom- W r
plikationen fiihren, da sie nicht auf dem gan-

zen Hilbertraum definiert sind.

Beispiel; »
p(r) = £- € L(R3) aber wegen Vi = —e (1 + Ar)E & Ly weil [ d3ré— = oo ist
Py & Lo.

Adjungierte Operatoren:
Zu jedem linearen beschrinkten Operator A gibt es einen adjungierten Operator A™
(mit denselben Eigenschaften), der folgendermafien definiert ist:

(AT o1lp2) = (p1]Apo) (2.56)

Falls AT = A, so heifit A hermitesch oder selbstadjungiert. Fiir unbeschrinkte
Operatoren ist die Existenz des selbstadjungierten Operators gegebenenfalls zu iiber-
priifen.

Unter Observablen versteht man physikalische Meflgrofien. Sie werden in der Quanten-
mechanik durch lineare Operatoren dargestellt. Der Mittelwert eines solchen Operators
im Zustand ¢(r) lautet:

~

(A, = (ol di) = (eldly) = [ dr* () Ap(r) (257)

Dieser Mittelwert entspricht dem mittleren Mefiwert der zugehorigen physikalischen
GroBe. Da (A), als Mittelwert eine reelle Grofie sein muf, werden alle Observablen
durch hermitesche Operatoren dargestellt:

(p|Alp) = /dSW*EwZ/dgr(fl%)*so:/d?’r(ﬁsO)*so

Daraus folgt: R R

(4) = (4)°
Die uns bisher begegneten Operatoren wie T, p und H sind (trotz ihres unbeschrinkten
Charakters) alle hermitesch.
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Beispiel: Impulsoperator
=~ 3,., % h 3 h *
(oilpes) = [ Eroim) Ve = [ dr (2901 ealr)
3 (h * ~
= [ &1 (V)] e2(r) = Peile2)
Weil der Operator der potentiellen Energie V(r) reell ist, ist er trivialerweise hermitesch:

(ilVlen) = [ Erei@V@ea) = [ Er(Ve) es = (Verles)

Aus hermiteschen Operatoren zusammengesetzte Operatoren:
Seien A und B hermitesch, so gilt:

1. aA ist hermitesch fiir reelle a

2. Am, (n=2,3,...) hermitesch

3. F(A) hermitesch, wenn F(z) eine reelle Funktion ist, da sie dann in einer Potenz-

reihe entwickelbar ist
4. (AB)* = Bt A*, denn:
(¢1|AB|p2) = (AT p1|Bya) = (BT AT p1p)

Offensichtlich ist das Produkt zweier hermitescher Operatoren hermitesch, wenn beide
vertauschen: (AB)T = BTAT = BA = AB.

Beispiel nicht vertauschbarer hermitescher Operatoren:

Daraus folgt:

PN h
[ponxﬁ] = ;504[3 ) aJIB - wuyaz

(2.58)

Dies sind die beriihmten kanonischen Vertauschungsregeln. Zwar ist wegen 2) und
reellen V' der Hamiltonoperator H = H (T, p) hermitesch; wegen (2.58) ist aber nicht
jede reellwertige Funktion F'(T,p) auch hermitesch.
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Einige Bemerkungen zum Eigenwertproblem (2.51):
Da H hermitesch ist, sind alle E reell:

Ho=Ep = (¢plHlp)=E
da ¢ normiert sein soll, d. h., (¢|p) = 1. Aus Hep, = Engy, folgt mit E, # E,:

<90n‘ﬁ§0n’> = Ep(pnlon)
(Honlen) = En{on|on)

Daraus folgt:
(bnlpn) =0 fir n#n

Die Eigenzustdnde zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander. Die
Vollstindigkeit ist fiir hermitesche Operatoren ebenfalls gesichert. Allerdings zeigt
die Spektraltheorie, dafl man nicht immer mit einer diskreten Abzihlung von Ei-
genzustinden auskommt. Das typische Spektrum enthélt diskrete und kontinuierliche
Anteile.

2.7 Eindimensionale Eigenwertprobleme: Ein Teilchen in
stiickweise konstantem Potential

Wir beschrénken uns auf d = 1 (eine Raumdimension). Die zeitfreie Schrodingerglei-
chung in einem Bereich konstanten Potentials lautet:
n? d?
-——— =(EF-V 2.59
(@) = (B = V)p(a) (259)
i) (E —V) > 0: Es existieren zwei Losungen, die jeweils einer Bewegung nach rechts
bzw. links mit dem Impuls 2k > 0 entsprechen”

@i (z) oc eFike (2.60)
k ist definiert durch

s E-V 2.61

o T (261)

"Die zeitabhingige Losung hat die Form o(z,t) = Ae!@FFr=«t) mit der Eigenschaft: Pz, t) =
P(E£z — £t) = p(x £ £ AL, t 4 At) entspricht einer nach rechts bzw. links laufenden Welle.
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it) (E — V) < 0. Zwei Losungen:

oi(x) ox e (2.62)
k > 0 ist definiert durch:
h2 K2
o = —(E-V) (2.63)

Bei genauer Angabe des stiickweise konstanten Potentials miissen die Losungen (2.60)
und (2.62) mit Hilfe von Stetigkeitsiiberlegungen aneinandergereiht werden. Hierzu
einige bekannte eindimensionale Beispiele.

a) Teilchen in eindimensionaler Box:

o , <0
Viz) = 0, 0<z<a
x , r>a R (2.64)

a X

In den #uferen Bereichen ist wegen V = oo die Wahrscheinlichkeit |p|?> = 0. Dar-
aus ergeben sich die Randbedingungen ¢(0) = ¢(a) = 0. ¢ bleibt also auch bei
unendlichem Potential stetig. Fiur E > 0 ergibt sich die allgemeine Losung als
Linearkombination von (2.60):

o(z) = Ae*® 4 Be™™** = (0)=0=A+B = B=-A
=  @(z) =2iAsinkx = csinkx
Sei ¢ reell, so folgt aus der Bedingung ¢(a) = 0:

ka=nm mit n=1,23,...

Normierung:

a 02 ka c2 s 0271'
1:02/dacsin2 kx :?/dysinQy:n?/dysinzy:n——
0 0 0

k 2
Y
[k 2 \F
C = _——_— = —_
nm a

mit
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Daraus folgt:

2 . ™ K2k2
@n(x):\/;smkn:c , kn:f , B, = 2m”

Die ¢, (x) entsprechen stehenden Wellen, die ein vollstéindiges Funktionensystem in
L5([0, a]) bilden. Es liegt ein rein diskreten Spektrum vor. Fiir a — oo wird das Spek-
trum dicht und ¢, () — @r(z) = e¥**. Dies sind uneigentliche Eigenfunktionen mit
einem kontinuierlichen Spektrum.

(2.65)

b) Streuung am Potentialtopf und Teilchen im Potentialtopf

V(X)A

V(z) = { —V : z€[0.q] ST 777 777 7
0 : sonst

-V /

i) E>0:
Von links und rechts einlaufende Wellen konnen reflektiert werden und rechts oder links
weiterlaufen. Ansatz fiir von links einlaufende Welle:

| | ik —ikz .
‘ :(’\NY: : - %’X o(z) = o rkti;eim i i 2
& { AetKz 4 Be~iEz . 2 € 0,4
r.= Reflexionsamplitude , t= Transmissionsamplitude
Fir k gilt:
h? d?
—%@go(x) = FEp(r) mit z<0oderz>a

Daraus folgt fiir links einlaufende Wellen:

h2k2

=F mit k>0
2m

Fir K gilt:

2
<_2hmc;;2 — V) o(x) = Ep(x) mit z € [0,dq]
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Daraus folgt:
h2K?

=F+V mit K>0
2m

Stetigkeit von ¢ an den Stellen x = 0 und = = a bedingt:

1471, =A+B und e = Ae'fe 1 BeiKa

Die Stetigkeit von ¢’ liefert:

ik(1—ry) =iK(A—B) und iktpe*® = iK(Aetf® — Be )

Mit der Hilfsgrofle £ = % = ‘/WEV folgt dann aus der Stetigkeit bei x = 0 durch

Addition bzw. Subtraktion der entsprechenden Gleichungen:

5(1—7‘k)—|—1—|—7“k:214 R —f(l—Tk)—i—l—l—T‘k:QB

Unter Beriicksichtigung der Termumformung

tyeh = eiKa%[l +E+m(l-8))+ e*iK“%[l =&+ (1 + 8]

folgt aus der Stetigkeit bei = a durch Subtraktion der obigen Gleichungen:

0 — eiKa(;[1+§+rk(1_§)]—215[14'5‘1‘7%(1—5)])

te—iKa (;[1 — &+ (14 9]+ 215[1 — &+ (1 +§)])

Daraus folgt:

1 (l — 5) sin Ka
e = d (2.66)
2cos Ka —1 (% + E) sin Ka
tretht = 2 (2.67)
2cos Ka —1 %+§)sinKa
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Fiir den Reflexions- und Transmissionskoeffizienten ergibt sich:

(l — 5)2sin2 Ka

R, = |re|* = : 5 (2.68)
40082Ka+(%+£> sin? Ka
4
T = = : (2.69)
4cos2Ka+(%+£) sin? Ka
Offensichtlich ist die Summe
Rp+Tp =1 (2.70)

eine Erhaltungsgrofe. Dies 148t sich ganz allgemein mit Hilfe der Konstanz der Wronski-
Determinante beweisen (Ubung).

Klassisch ist natiirlich immmer T} = 1. Schreiben wir (2.69) in der Form

171 2 -
To= |1+ (g —g) sin2Ka] ,
so sehen wir, dafl in der QM der Transmissionkoeffizient Ty, = 1 wird fiir Ka = nm,n =
0,1,2,... In diesem Fall spricht man von Resonanz. Man hat dann stehende Wellen

im Bereich des Potentialtopfes mit der Breite a (insgesamt passen 2 Wellenléingen auf

2
die Topfbreite).

Fiir einen sehr tiefen Topf ist bei festem E ¢ < 1 und die Resonanzen fithren zu sehr
abrupten Anderungen in T}:

T 1 1 , Ka=nr
k = D e e — = 2
Tk
1 Die zu Ka = nm gehorigen Energien im
Kontinuum heilen virtuelle Energieni-
2 2
veaus: F, = Qh—m () - V.
! Nt (n+1)T Ka
ii) £ <O0:

Keine Losung fiir £ + V < 0. Dies folgt aus der Positivitdt der kinetischen Energie:
(Y|p?]p) = (pyY|pw) > 0. Hieraus folgt ganz allgemein, dafl die Energie eines Systems
nie kleiner ist als das Minimum von V(r).
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Ansatz:
AetK® 4 Bemir g ¢ [0,a2],2h;£2 =F4+V,K>0
() = gekka , r< 0, = B k>0
e , T>a
Stetigkeit:

A+B=C , iK(A+B)=kC = A(iK —k)= B(K +k)
AeiKa+Be—iKa:De—ka

iK(Ae'R? 4 Bem o) = _kDe k= q(iK + k)e'®? = B(iK — k)e 1K@

Daraus folgt:

- iK —k

A _ Z:K-i-k' _ Z:K— ke—QiKa N (iK+k)2 _ o —2iKa
B K-k +K+k

Oder:

Dies bedeutet:

(2.71)

Tt 2ﬁ 3N Ka

WK% k2 2
+ =V =const. = (Ka)*+ (ka)®>= a2y
2m 2m
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Aus der graphischen Losung fogt, dafl K = 0, k = 0 keine Losung ist. Klar, da wegen
A=—-Bund (C =D =0) dann ¢ = 0 ist. Setzt man die beiden Losungen (2.71) iiber
die Koeffizienten in ¢(x) ein, so findet man dafl % = —cot % geraden Eigenfunktionen
o(x) = ¢(—x) entspricht.

Paritat:
Wenn wir den Potentialtopf symmetrisch beziiglich 2 = 0 legen, so gilt V(x) = V(—x)
und

h? d2
[_2md:cz

+ V(w)] p(r) = Ep(z)

geht bei x — —x {iber in

[ h? 2

st vw] o(~2) = Bg(w)

Daraus folgt, dal ¢(z) und ¢(—z) Losungen derselben Schrédingergleichung und der-
selben Energie sind. Dann konne sich die Losungen aber nur durch eine konstanten
Faktor A\ unterscheiden:

Dies in Operatorform geschrieben, definiert den Parititsoperator ]3, der x in —x
tiberfiihrt:

Nochmalige Anwendung von P liefert:

P2p(z) = p(z) = APp(—1z) = Np(z)

Daraus folgt, daf P2 =1und P die Eigenwerte A = +1 hat. Die Eigenfunktionen eines
symmetrischen Potentials sind also entweder von gerader Paritét oder von ungera-
der Paritidt. Wenn allerdings zu einem gegebenen Eigenwert E mehr als eine linear
unabhingige Losung existiert, so braucht keine ausgezeichnete Paritéit vorzuliegen.
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2.8 Der eindimensionale harmonische Oszillator

Dies ist ein wichtiges Beispiel fiir die algebraische Lésungsmethode. Dabei wird im
wesentlichen die kanonische Vertauschungsrelation (2.58) benutzt. Aus der klassischen
Hamiltonfunktion erhélt man durch Ersetzung der Variablen p und x durch Operatoren

den Hamiltonoperator:
=2

gD m o
H=o—+5uw's (2.72)

Gesucht sind E und ¢(x) der zeitfreien Schrodingergleichung:

h? m
(@) + Duap(a) = Bpla) (2.73)

Wir dividieren durch hiw (Ubergang auf dimensionslose Grofen):

1fmw , ()_E()
2o\ 7 Y T mwdaz ) O T et

und definieren eine Wellenzahl

(2.74)

Dann legt

1 1 d? 1 i2
- k‘2 2 - i k2 2 _ ~2
2 ( TR da;2> 2 ( T Rt

die Einfithrung neuer zueinander adjungierter, dimensionloser Operatoren nahe:

1/ iﬁ) L < ~ iﬁ)
b= — (koz+ -2 | b7 =— (k-2
ﬁ(“"” Tiko V2 ot

(2.75)

Wirkung von b, b™ auf ¢(z):

1 1d 1 1 1 d? 1
brop = = (ko — —— ) | koZp + — ’): kx? — ——|o—=
14 2(” kodx><°w+ko‘p 2<0x KRdw2 ) ¥ 2%
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1 1 d 1 1 1 d? 1
bbtp == (ko + —— kA—’): kia? — = — =
v 2<“m+k0dx><°w ko ¥ 2<°x Zdz )P 2%
Somit gilt:

Daraus folgt:

b — bbb = [b,bt] =1

(2.76)
(2.76) entspricht dem Kommutator [p, | = %, denn
1 ] 1 1 1 ) 1
1 25 ~— PN 2o PN PN PN
[b,b"] = 5 {koxzc + 7 PT — TP + th(Q)pp — k{zT + 7PT = 3 Tp — th%pp}
Vg o 1 i i
= 3 {ko[xw%'] + th%[P’P] + ﬁ[ , 2] + h[ﬁaw]}
- %Wﬂzl
Aus der Eigenschaft b*bp = (% - %) o folgt
~ i 1
(2.77)
und die Losung des Eigenwertproblems H p = Ep ist dquivalent zu
E 1
b bp = A it A=-——~ 2.78
¢ =Ap mi T3 (2.78)

Angenommen wir hétten eine Losung. Dann folgt:
L (p|b*blp) = (bplbp) 20 — A >0
2.
Abp
+1,) —
b(b"by) = { (bbb = (bTh+ 1)byp

— btb(bp) = (A—1)bp — by # 0 entspricht einem Eigenzustand mit Eigenwert
A—1.
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. Durch Induktion folgt:

bTb(b"p) = (A —n)(b"¢)
Damit ist b"p = 0 spétestens fiir n > .

. ng sei die grofite natiirliche Zahl mit 0™¢ = g # 0 und bpy = 0. Folglich

bTbpg = (A —mng)po =0 — A =mnp. A mufl also eine ganze Zahl sein.

. Analog zu 2) zeigt man:

bro(bTp) = bT(bbTe) = bt (0T + 1) = (A +1)bty
= (b)) = (A +n)(bF)"p

Fiir ¢ = g folgt:

bTb((bT)"p0) = n(b")"po = npy, (2.79)
. Normierung:
on=cab 00, Pni1= cn:15+<ﬂn
Sei (p4+1 normiert:
1 = (nt1lent1)

2
- (*) (b onlbtion)
C

n

= (c”+1)2<<ﬁn! bbF, n) = (cZ“)Q(nH)

C
" brb+1 "

Daraus folgt:
Cn+1 . 1 1

Cn, _\/n+1 ’ SDnﬂ:\/n—i—l

bt Yn

und

on = —=b"" g
\/n
" (2.80)

. o bezeichnet man auch als Vakuum mit der Eigenschaft bpy = 0. Zu dem

Vakuum ¢g gibt es die Serie von Eigenzusténden (2.80). Das Spektrum des
harmonischen Oszillators ist nach (2.78):

1
Hyo, = E,p, mit E,=hw <n + 2) (2.81)
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8. Der Grundzustand berechnet sich aus bpg = % (k‘oac + k%%) wo = 0 oder ¢f, =

k%mg

—k%mgog mit der Losung @9 = cge” ~2 . Die Normierung liefert:

o0
12,2 s k’o
2 dxe 0" 202£:1 — =4 —=
0 Ok
0
— 0o

NG

Daraus folgt:

ko k3, mw
PO =y me T =y
(2.82)
Die {¢y} bilden ein vollstindig orthonormiertes System mit
(@nlon) = dnn (2.83)
Mittels (2.75) gelangt man zu einer expliziten Darstellung der ¢,,:
1 1 d 1 K2 d K 2
bt :(kx—> =— ez — e 27
P AT Tk dr )Y T k2 dx 7
Aus dieser Identitit folgt:
-1 kS o d \" kS 2
b+ N, ( - < ) -
( ) 99 N/é;{ €?2 ko(&r € 2 99
Setzen wir speziell p = g ein, so ergibt sich
ko a1l d k222
— —1)" T - v it
eula) = (g (L)
ko ﬁ 2
= H,(kox)e 2"
gty (Roz)e 2 (2.84)
d n
H,(y) = (—1)"692 (d) e ¥ = Hermite — Polynom
Y
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Auch hier haben die Lésungen wegen der
Symmetrie des Potentials gerade oder un-
gerade Paritdt. Im Unterschied zur klassi-
schen Mechanik sind die Energien diskret
und dquidistant. Es gibt Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten |, |? jenseits der Potenti-
albarriere (wie beim Potentialtopf).

2.9 Die Impulsdarstellung

Fouriertransformierte:
Fiir alle ¢(r) € Lo betrachten wir die folgende Abbildung durch einen linearen, be-
schriankten Operator U:

~

0: o) —pk) mi ¢(k):(27r1)3/2 [ e (2.85)

Achtung:

Wir benutzen hier denselben Buchstaben ¢, sowohl fiir die urspriingliche Funktion ¢(r)
als auch fiir die Fouriertransformierte.

Wegen e~k ¢ £ muB man sich zunichst auf o(r) € L1 N Ly beschrinken. Fiir diese
o(r) 148t sich zeigen:

el € Ly und [ dHp®)P = [ drlplr) (2.56)
Man kann nun die Abbildung auf den ganzen L¢ fortsetzen (ohne Beweis).
Normerhaltung:
Aus (2.86) folgt:
(UplUp) = (plUTU0) = (ple) = UT=1, Ut=0" (2.87)

Unitédrer Operator:
Die Eigenschaft (2.87) heifit unitir. U™ beschreibt offensichtlich die Umkehrung der
Fouriertransformation:

G /dskﬂpf(k)@ﬂl)gﬂ/dgrm(r)eikr

= [ (g [ @ke100%) gate
= (Utp1le2)
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Daraus folgt:

~

Ot o1 = (27:)3/2 / Plpr () = o1 (r) (2.88)

Explizite Ausfiihrung der Fouriertransformation geschieht mit Hilfe der folgen-
den Darstellung der §-Funktion:

kelkr /d3r(5(r) =1 (2.89)

Damit 148t sich die inverse Operation (2.88) leicht nachrechnen

1 3 ikr 1 3 ikr 3 —zkr
(277)3/2/d ko(k)e = (277)3/2/(1 ke 3/2/d

= [ den) = ¢(r)

kezk r—r’)

(r—r)

Auch die Normerhaltung folgt sofort (Ubungen).

Ebenso wie |o(r)|? wird man |¢(k)|? als Wahrscheinlichkeitsverteilung interpretieren.
lo(k)[2d3k ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ das Teilchen eine Wellenzahl im Element d3k

um k hat. Dies 148t sich plausibel machen:

), = [ dee ( %) )= [ drgta (ax) jﬂ [ awotire
- / d:vso*(w)ﬁ / dk(hk)"o(k)eike
= [ drmryien? (2.90)

Die Impulsverteilung ist gebréuchlicher als die Wellenzahlverteilung:

1 P
)P’k = lp(@)Pd*p = lo(p)* = —5lelk = )

Damit folgt fiir die Wellenfunktion in der Impulsdarstellung;:

o(p) = Gy | drete)e i 2:91)
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Impulsoperator in der Impulsdarstellung:
Wegen (2.90) wirkt der Impulsoperator p = %V unter dem Integral einfach als Faktor
p = hk auf die Wellenfunktion.

Ortsdarstellung in der Impulsdarstellung:

)y = /dw(ﬂ*(x)fsé’(x):/dwgo*(w)\/;rih/dpx@(p)eépw
= /dw*(w)\/l—/dpw(p)ﬁ;e%m
J st f e (42)

= [ ) (555 ) o) (2.92)

Somit ist der Ortsoperator in der Impulsdarstellung durch —%Vp gegeben.

Kanonischer Kommutator in der Impulsdarstellung:

h o h( 0 0
P o) 7 = (o)~ o)) = T
Daraus folgt:
) ., _h _
l a’_ia]%] = [Pa; Tp] = S0ap . f=1,y,2 (2.93)

Klar, denn die Kommentatoreigenschaft sollte darstellungsfrei sein.

Die Schrédingergleichung in Impulsdarstellung gewinnt man entweder durch die

formale Ersetzung:

.~ h
H(p,%) — H(p,~=Vp)

oder durch Ausrechnen wie zuvor:
[ @it (590 ) wtwaneir = [ (ing) v et

Es folgt:
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H (p,~2Vy) ¥(p, 1) = i u(p,1),
[% +V (_%vp)} Y(p,t) = ihl/)(p, t) (2.94)

Allerdings ist (2.94) nur dann sinnvoll, wenn V(r) ein Polynom ist. Als Beispiel be-
trachten wir den eindimensionalen harmonischen Oszillator:

=2 2 2 2 2,02 92
~ P m o9 P m o h@) D h*mw* 0
2m+2w$ 2m+2w ( i Op 2m 2 Op? (2.95)

Fiir beliebige Potentiale benutzt man das Faltungstheorem, d. h. man betrachtet die
Fouriertransformierte von V (r)y(r, t):

1 iy
W/df”rv(r)w(r,t)e RP

1 1 —ir o

- (27rh)3/2/ Lrv () (27rh)3/2/ P, e

= /d3p’V(p —p)y(p',t)

mit .
v 3 174 —Lir(p—p
(p a p/) (271'777,)3 / d’r (I')e " e

Man erhélt an Stelle von (2.94) jetzt eine Integrodifferentialgleichung:

2
p o
T b(pt) + [ V(D B)e(pt) = il (p. ),
n_ 1 3 _ir(p—p’ (2.96)
Vip—p') = (271-)3/d rV(r)e (p—p’)
Eigenfunktionen zum Impulsoperator p = %VT:

~ : enPr
Per(r) = pyp(r) mit @p(r) = ——7 (2.97)

(27h)3/2
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p ist der Quantenzahlindex.
Spektrum: kontinuierliche Eigenfunktionen sind nicht normierbar. Betrachtet man das

Skalarprodukt:
1 ir _
(¢plep) = (27h)3 / d*ren*®P) = §(p/ — p) (2.98)

Saloppe Schreibweise: Auf ¢-Funktionen normieren. Tatséchlich ist (2.98) eine Ortho-
normalitétsrelation fiir kontinuierliche Spektren. Die Fouriertransformation liefert die
Eigenfunktionen (des Impulsoperators) in der Impulsdarstellung:

op(p) = (%hl)w / Brop(r)e 7PT = 5(p — p') (2.99)

2.10 Nachtrag zum Oszillator

Grundzustandswellenfunktion:

k2 mw
po(x) = ﬁexp <—201‘2> ko= W

Das Energiespektrum ist dquidistant (im Unterschied zum Potentialtopf).

Bemerkenswert:

Die endliche Grundzustandsenergie, die man auch als Nullpunktsenergie be-
zeichnet. Ursache: Unschérfe zwischen Ort und Impuls. Im Festkorper (bei T' = 0) ent-
sprechen dieser Nullpunktsenergie die Nullpunktsschwingungen der Atome, die nicht
diskret beobachtbar sind.

Was passiert eigentlich bei 2 Teilchen in 2 gekoppelten Oszillatorpotentialen?
Klassisch: 2 charakteristische Normalschwingungen
Quantenmechanisch:

~ h2 92 m K2 92 m
R L 0 A L 2.1
2m Ox? + 2 Wi 2m 8.1}% + 2 wizy + V{21, 72) (2.100)

Die Wellenfunktion soll normierbar sein

/ drydza|(xy, 22, t))* =1 (2.101)
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|¢)(21, 22, t)|2dw1das entspricht der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB zur Zeit ¢ Teilchen 1
im Intervall dxq und Teilchen 2 in Intervall dzy zu finden ist.

Dies wirft sofort die Frage nach der Unterscheidbarkeit quantenmechanischer Teil-
chen auf. Nehmen wir Unterscheidbarkeit an, so findet man als Losung eine Wel-
lenfunktion, die in ihrer zeitlichen Entwicklung analoges zu den klassischen Normal-
schwingungen aufweist.

Bei identischen Teilchen, z. B. 2 Fermionen (etwa Elektronen) oder 2 Bosonen (et-
wa He-Atome) ist die Losung komplizierter, da die Form der Wellenfunktion von der
Statistik der Teilchen abhéngt.

Die Losung des stationdren Problems fiir 2 unterscheidbare Teilchen liefert mit:

~ 1 .
R = 5 (.’1:1 + 552) s
T = Tp—1I1 (2.102)
das Energiespektrum:
1 1
E:hwR(N+2>+th(n+2> , n,N=0,1,2,...00 (2.103)

der durch Einfiihrung von (2.95) H sich wie die Hamiltonfunktion der klassischen Me-
chanik separieren l&f3t.

Im Falle ununterscheidbarer Teilchen gilt:

Y(xy,x9,t) = (w2, 21,t) (Bosonen)
b(an,eat) = —b(aa,er,t) (Fermionen) (2.104)

Fiir Fermionen heifit das:
Y(ry =z, 20 =2,t) =0 (2.105)
und heifit Pauli-Prinzip.

Das Energiespektrum ist das gleiche wie (2.103) mit der Einschrankung:

1 ..
) { n gerade fir Bosonen (2.106)

1
E=hor (N + 2> T <n + 2 n ungerade fir Fermionen
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Zweite Quantisierung

(2.106) beschreibt den harmonischen Oszillator in der 2. Quantisierung (auf den all-
gemeinen Formalismus kénnen wir hier aus Zeitgriinden nicht eingehen). Grob verein-
facht kann man sagen, dafl in der 2.Quantisierung der Teilchenaspekt betont wird, in
der 1.Quantisierung hingegen der Wellenaspekt.

Oszillator:

Wir kénnen den quantenmechanischen Oszillator (2.106) mit E, = hw(n + 3) als eine
Menge von n (Quasi-) Teilchen der Energie hiw betrachten. Die Anderung der Beset-
zungszahl n 148t sich als Hinzuftigen (oder Wegnehmen) eines Teilchens zu (oder aus)
dem n-ten Energieniveau interpretieren. Diese Anderung der Besetzungszahl findet bei
Wechselwirkung von Materie und Strahlungsfeld statt.

Quantisiert man das elektromagnetische Feld (genauer: das Vektorpotential A(r)), so
folgt ebenfalls (2.106).

Es gibt eine ganze Liste von Feldern, die sich quantisieren lassen. Hier nur eine Auswahl
von Feldern und (Quasi-)Teilchen:

Elektromagnetisches Feld: E, =hw(n+ %), w = ck;
E,+1 — E, = hw ist die Photonenenergie
Schallschwingungen: En, =hw(n+ 3), w = ck;
Fn11 — E, = hw ist die Phononenenergie
Spinwellen: E, = hw(n+ 3), w = Dk?
(Magnetisierungswellen E,+1 — E, = hw ist die Magnonenenergie

in einem Ferromagneten)

Dichtewellen E, =hw(n+ %), w=wp+ Dk?;
in einem Elektronengas: En+1 — E, = hw ist die Plasmonenenergie



Kapitel 3

Allgemeiner (formaler) Aufbau
der Quantenmechanik

3.1 Zustiande, Observable und Dirac-Schreibweise

Bisher haben wir die QM in der Orts- und Impulsdarstellung formuliert. Gesucht ist eine
darstellungsfreie Formulierung, woraus die Orts-und Impulsdarstellung als wichtige
Spezialfiille folgen.

Zustinde fiir Teilchen oder ein System von Teilchen werden durch Elemente des Hil-
bertraums H beschrieben und heiflen Zustandsvektoren. Wir bezeichen die Zustands-
vektoren jetzt durch Symbole wie

[¥0), |¢),... KET-Vektoren (3.1)

Dies sind abstrakte Zusténde. Zur Einfithrung der Dirac-Schreibweise ordnen wir jedem
KET eineindeutig eine dualen Vektor (und somit dem Hilbertraum einen dualen Raum)

- (Y], {(pl],... BRA-Vektoren (3.2)
Formale Schreibweise:
) = (] = ()" (3.3)
Beispiel:
ai
W) | CoeyT (e e
(7%

99
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Weil der duale Raum dem Raum der auf H linear beschrankten Funktionale entspricht,
gewinnt (1| eine eigene Bedeutung. Skalarprodukt wie frither (|p)=(BRA|KET)=
bra(c)ket (Klammer). Dies verdeutlicht die Herkunft der Bezeichnung.

Observable sind Mef3groflen. Thnen werden in der QM lineare hermitesche Operatoren
zugeordnet. Die Bilinearform eines solchen Operators A

(| Ap) = (Y| Alp) = (BRAJAIKET) (3-4)

ist eine Zahl und heit Matrixelement von A. Wie zuvor ist der adjungierte Operator
definiert durch

(WlAp) = (ATylg) , (AT9lp)* = (p|AT)

Daraus folgt: R R
(¥lAl)" = (plAT]Y) (3.5)

Gleichbedeutend hiermit ist die Definition des adjungierten Operators als Zuordnung
im dualen Raum:

Aluy = o), formal:  (Aju)) " = (uA* = (o)

At = A heift hermitesch oder selbstadjungiert.

Dirac-Schreibweise:
Wir betrachten Operatoren der Form A = |u)(v|. Dies ist das neue an der abstrakten
Darstellung. A ist linear:

Alp) = |u){vle) = ((v])) - [u)

A ordnet somit |¢) den Zustand |u) mit einer komplexen Zahl (v]p) zu.

Projektionsoperatoren:

Py=lupul , (ulu) =1 (3.6)
P, projeziert jeden beliebigen Zustand auf |u):
Pul) = u)(ulp) = (ulp)|u)

(u|p) ist dabei die Komponente von |¢) in Richtung des Einheitsvektors |u). P, ist
hermitesch; aulerdem gilt:

(Ju)(ul)® = |u)(ulu)(u] = lu)(u] —  P}=P, (3.7)
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Mit Hilfe solcher Projektoren lassen sich viele Aussagen elegant formulieren:

Vollstindigkeit eines orthonormierten Systems {|uy), (tn|tm) = Onm }:

n

Dies ist die iibliche Bedeutung der Vollstindigkeit, da jeder Zustand |p) nach einer
solchen Basis entwickelt werden kann:

=1lp) = Z |un) un\so Z‘ann (3.9)

<p

Es gilt weiter:

(pl1le) = {@|un) (un|e)

n

= > _{(unlo)*(unlep)

n

= > lual@)? ZWP (3.10)

n

(ple)

Man sagt auch, dafl man |p) in dieser Basis {|u,)} dargestellt hat. Die komplexen
Zahlen ¢, = (un|p) sind die Komponenten und heifen Darsteller von |¢) in der
{|un) }-Basis.

Darstellung von linearen Operatoren:
Auch jeden linearen Operator kann man entsprechend darstellen

A = 141 =" |up) (wn| Al (]
nom N———
’ Anm
= > |un)Anm (um| (3.11)
n,m

Die A, bilden eine Matrix mit komplexen Elementen. Die Matrix heifit Darsteller des
Operators A in der {|u,)}-Basis. Fiir die Matrixelemente gilt:

Ap = <un|;ﬂum>* = <um,fl+|un> = Ay,
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Dem Produkt von zwei Operatoren entspricht ein Matrixprodukt:

o~

C=AB = 1A1B1
S Jn) (n| Al (| Blug) (ui]

n,m,l

—

n,m,l Co

= > |un)Crilw (3.12)
n,l

Beispiel:

Die Eigenfunktionen ¢, (z) des harmonischen Oszillators, siehe (2.84), bilden eine Ba-
sis. In dieser konnen die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, b+ und b, durch
Matrizen dargestellt werden:

Aus der Eigenschaft 6. auf Seite 50 folgt:

Cntl,+ L4 +
= b = b b = 1
On+1 Cn ©®n \/m ©n — ©n n + ®n+1,

Darauf wenden wir b an:

1 n—1+1
bb+§0n—1 = \/ﬁbgon - b(Pn = ﬁ(ber + 1)9071—1 - T@n—l = \/ﬁ(pn—l
by, = ney,
Die resultierende Matrixdarstellung sieht dann so aus:

m,,

0000

N N 1000
B = {@ulb* ) = VI F T Gsr — 06130
m,,

0100

00/20

bpm = <80n’b|80m> = \/m : 5n,m71 - nv8 8 8\/3
m,

0000

0100

(5 D) = (altBlpm) =m0 - — 10658
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Wegen bbt = 1 + b'b folgt noch:

(bb+)nm = <¢n|bb+|9@m> =(m+1) 0pm —

Den Ubergang von der Orts- in die Impulsdarstellung haben wir explizit mit Hilfe
der d-Funktion ausgefiihrt. Es werde bereits darauf hingewiesen, dafi dieser Darstel-
lungswechsel mit Hilfe eines unitdren Operators formulierbar ist. Wir wollen jetzt die
Rechenregeln fiir einen Darstellungswechsel in der Dirac-Schreibweise kennenlernen:

Darstellungswechsel:
{lun)}, {|vn)} seien zwei Basissysteme (Basissysteme sollen von jetzt ab per definitio-
nem orthormiert sein). Der Ubergang von {|v,)} nach {|u,)}:

[un) = 1up) = Z [Um) (Vm|un) = Z Unin|[Vm,) (3.13)
m Umn m

ist durch die Matrix Uy, = (U |uy) gegeben. Uy, ist der von beiden Basen abhéngige
Darsteller eines unitidren Operators U, denn:

[7|Un> = lup) = <'Um’[7|vn> = (Um|un) = Unn

Die Unitaritét von U folgt aus:

U= lu)(oa] , U= vn){uy] (3.14)

Daraus folgt:

uUt = Z |Uun) (Un|Um) (U] = Z |un) (un| =1

m,n n
nm

Haben wir speziell |¢) nach {|uy,)} und {|v,)} entwickelt, so vermittelt U,,, wie in
(3.13) den Darstellungwechsel

lp) = ;\unﬂunlwzg%‘ilun%

wn

lp) = anlvnﬂvnlwz;soﬁlw

©n
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Daraus folgt:

on = <Un|§0>:z<”n|um (umlp) = ZUnmSDm

m

On = (unlp) = (un|vm)(vmlp) = Z Upn®m (3.15)

m

Darstellungswechsel fiir Operatoren:
Apn = <Um’g‘vn>
= > () (| Alug) (ugvn)

1k

= Z UmlAlk nk — Z UmlA Ukn
— (DAUM)Y, (3.16)

Setzt man A = U so folgt daraus, daB die {|uy)}— und {|v,)}— Darstellungen von U
identisch sind.

Zusammenfassend 1Bt sich sagen, daf der Ubergang von einer zu einer anderen Dar-
stellung einem unitédren Operator entspricht.

3.2 Eigenwertproblem und Spektraldarstellung

Eigenwertproblem eines hermiteschen Operators A:

Alay) = anlan) (3.17)

|an)= Eigenvektor, a,= Eigenwert (reell fir A hermltesch) n= Quantenzahl. Losen
von (3.17) fiihrt auf die Spektraldarstellung von A

Die |ay,) sollen (sofern normierbar) orthonormiert sein:
<an|am> = 5nm

Die {|a,)} bleiben Unterraum in M. In diesem Unterraum hat A die Darstellung:

A: :AZ|CL7L CLn| Zan‘an><an‘ (318)
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Diese Darstellung von A in seiner eigenen Basis heifit Spektraldarstellung, sofern die

|an) eine Basis des ganzen Hilbertraums bilden.

Beispiel:
Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators

Aln) = hwfn + 3)ln)

Daraus folgt die Spektraldarstellung:

A= 01=Y holn+ 3)ln)n]

Kontinuierliches Spektrum:

(3.18) schliefit zunichst die Moglichkeit eines kontinuierlichen Spektrums aus. In (3.18)
sind die a,, diskrete Zahlenwerte, die man der Gréfle nach ordnen kann. Mit Hilfe der
Spektraltheorie a8t sich (3.18) auf kontinuierliche Spektren erweitern. Hierzu para-
metrisieren wir ein kontinuierliches Spektrum mit Hilfe eines kontinuierlichen Index

A

A=Y anlan){an + /dmamw

mit der Vollstédndigkeitsrelation:

S Jtn){an] +/d)\\a,\><aA] 1

n

Dabei sieht das Spektrum jetzt folgendermaflen aus:

————— —+——
8 8 8 o ay
Diskretes Spektrum: Kontinuierliches Spel
z. B. Energieniveaus z.B. E>0 fir Poter
im Potentialtopf (abzéhlbar) (nicht abzahlbar)

Wenn wir paarweise Orthogonalitit aller Zustdnde voraussetzen, so folgt:

aw) = Y ladanlan) . ay) = [ d\jax)(aslay)

(anlam) = Onm , (arlay) =d(A—n) , (anlar) =0

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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Eine solche Parametrisierung, aus der (3.21) folgt, ist i. a. nicht leicht zu finden. Die
Ursache der Schwierigkeit ist die mogliche Entartung der Eigenwerte.

Die Eigenvektoren zu einem Eigenwert a bilden einen linearen Unterraum U, C H.
Gilt dim(U,) > 1, so heiit a entartet und dim(U,) > 1 heifit Entartungsgrad.

Beispiel fiir Entartung

Ve)
|
|
—— . —— - — — — — — — — — — — — — — _>
X
_Vv. .................
-V
1-fach entartet heifit: keine einlaufende Wellen von z = —oo.

2-fach entartet heifit: einlaufende Wellen von « = +oco

Wir wollen ganz kurz und ohne Beweis skizzieren, wie man die Schwierigkeit umgehen
kann. An Stelle von (3.19) betrachtet man die Summe > (a) aller Projektionsoperatoren
zu Eigenwerten < a:

an<a

S(@) = > Jandanl + [ dXlax)ax (322

n

(3.22) heiit Spektralschar. Eigenschaften wollen wir hier nicht beweisen, daher ohne
Beweis die Aussage: Zu jedem hermiteschen Operator A existiert genau eine Spektral-
schar, so daf} gilt:

A=3"dY (a)a (3.23)

(3.23) ist ein Operator-Stieltjesintegral.

Gelidufige Darstellungen:

Die Spektraldarstellung hermitescher Operatoren ist wichtig, weil bei manchen Rech-
nungen die einfachen Eigenschaften der Projektionsoperatoren das Leben erleichtern.
Besonders wichtig sind die uns bereits bekannten Darstellungen.

Energiedarstellung;:
Hier nehmen wir die Eigenbasis von H selbst:

Z |En><En| =1, ﬁ|En> = En|En>
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Die Schrédingergleichung wird zu:

Hip) =ibfly) — HY |E,) (Baly) = mEJE (En|t))

" en(t)

ZE\E en(t ZFLZ\E en(t

oder

Encn(t) = ihén(t),

ealt) = (Bai(t)) (3.24)

Ortsdarstellung;:
Hier kennen wir bereits:

Fz) /daz|x><x|:1 — (@z) = 6z — )

0(0) = [ defo)al(t)) = [ daia,pla)

Der Darsteller von 1 in der Ortsdarstellung lautet somit:

Pl t) = (xl(t))

(3.25)

Mit der Schrodingergleichung H|v)) = E|y) folgt:
(Gl [ do! o) (@' ) = Elalv(e)
Die Darstellung
/dx 2| H|a') (2 |02 /dx H(e, )i (x, 1)

ist ungewohnlich. Fiir die potentielle Energie gilt:

(2[V]a') = V(@) - 6(x — ')
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Fiir die kinetische Energie mufl man offensichtlich fordern:

Al DA A v/ O - o o
(x|T|z"y = 2m5 (x — ') wegen <$|2m R 2m8x’25(w x')

h? 1 (h d\?%, , h? 02
|2') =
Vorstehendes 148t sich leicht auf drei Dimensionen verallgemeinern.

Impulsdarstellung: Bereits bekannt

plp) = plp) /dp Ip)(p = (@lp)=d(p—p")

)= [ dvlp)ploe) / dp(p,1)\p)

Wir vollziehen noch einmal den Ubergang von der x-Darstellung in die p-Darstellung
nach:

pl@) = (alg) = (atle) = [ dp alp)ole) = [ dp(alp)e(r)

Damit dies mit der umgekehrten Transformation von (2.85) tibereinstimmt, muf} offen-
bar gelten:

(zlp) =
ARz (3.26)

Hieraus folgt auch die Ortsdarstellung des Impulsoperators:

(z[pla’) = (x|p1|2’)
— /dp< |pyp) (p|z") /dpp z[p){(plz")

O Y IR )

In drei Dimensionen:

h
(x[Blr') = ZVe(r — v

(3.27)
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Hiermit versteht man jetzt auch:

(alpLl) = [ da’ Galpla’) o'|)

o LA Gt

(z[plp)

Gleichzeitige Diagonalisierung verschiedener Operatoren:
Wir haben weiter oben die Matrixdarstellung von Operatoren kennengelernt. Von (3.17)
ausgehend erhalten wir fiir die Darstellung des Eigenwertproblems in einer beliebigen
Basis {|un)}: R

(un|Ala) = aunla)

Termumformung der linken Seite liefert:

(un|A|a> = <Un|21|a> = Z(un|g\um><um|a> = ZAnm<um|a> = a(up|a)

m m
Daraus folgt:
> Apm(umla) = alug|a) (3.28)
m
Fiir einen endlichen Vektorraum mit Dimension NV ist (3.28) ein Gleichungssystem fiir
die N Darsteller. Die Eigenwerte a,,v = 1,..., N gewinnt man dann aus
det{Apm — adpm} =0 (3.29)

Dies entspricht der Diagonalisierung der Matrix A,,.

Von besonderem Interesse ist nun die gleichzeitige Diagonalisierung verschiedener
Operatoren. Notwendige Voraussetzung fiir die Losbarkeit dieses Probems:

Haben 2 Operatoren eine gemeinsame Eigenbasis, so vertauschen sie. Der Beweis
ist einfach. Aus

Z|‘Pn><90n‘:1 ) ﬁ|‘Pn>:an’9‘7n> ) §‘90n>:bn’90n>

folgt
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Es gilt auch die Umkehrung;:
Vertauschen 2 hermitesche Operatoren, so besitzen sie eine simultane Ei-
genbasis.

Zum Beweis:

L. an nicht entartet. Wegen A(B|gn)) = B(Alpn)) = anB|py) ist auch B|p,) Ei-
genvektor von A zum Eigenwert a,. Daraus folgt:

E’@n> ~ ’(Pn> oder E“Pn) = bn‘@”)'

2. Sei a, r-fach entartet:

g’@ns) = an’()ons> , §= 17 <oy T

Wegen B(A|gns)) = A(B|pns)) = anBlens) ist auch Blg,s) Eigenvektor von A
zum Eigenwert a,,. Die |p,s) sind orthonormal und spannen einen r-dimensionalen
Eigenraum zum Eigenwert a, auf. Wegen oben ist auch B |ons) Element dieses
Eigenraums. Daraus folgt, daB B|pns) nach den |¢ns) entwickelbar ist:

T
Blpns) = 1 Blpns) = Z l¢nst) (Pns'| Blons)
5,71 %/_/
BTL/

.
- Z B?s’|§0ns’>
s'=1
Losung mit der Matrixmethode. Daraus folgt:
E’@TLS> = bns‘@ns>

wobei die |@ps) Linearkombinationen der |p,s) sind. Wegen ﬁ|@m> = Qp|Pns) ist
der Beweis beendet.

Verallgemeinerung: Jedes System von hermiteschen Operatoren, die paarweise ver-
tauschen, hat eine gemeinsame Eigenbasis. Liegt die Eigenbasis eindeutig fest, so heif3t
dieses System vollstdndig.
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3.3

Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation

In den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels haben wir die Grundregeln der QM
in abstrakter Weise formuliert:

1.
2.

Der QM-Zustand eines Systems wird durch einen Vektor |¢(t)) € H beschrieben.

Den physikalischen Megrofien werden hermitesche Operatoren zugeordnet. Diese
konnen beschrankt sein, d. h. sie besitzen eine eigentliche oder uneigentliche
Eigenbasis. Mefibare physikalische Gréflen werden in der Physik ganz allgemein
als Observable bezeichnet. Speziell in der QM werden Observable durch her-
mitesche Operatoren dargestellt. Die Meflwerte sind dann die Eigenwerte.

Das Skalarprodukt mit |p) € H definiert eine Wahrscheinlichkeitsamplitude
(ol (8))

Die Observablen Ort und Impuls geniigen den fundamentalen Vertauschungsre-
lationen:

T, Tg] = [Pas D ., _h
[Za Zg] = [Pos P} =0 [Py Tg] = 7 0ag

Die zeitliche Anderung des Zustandsvektors [¢(t)) ist durch die Schrodingerglei-
chung gegeben:

Hy(1)) = ihl(1))

Beziehung zur Realitit wird wie im Abschnitt 2.3 durch die richtige Interpretation
der |¢(t)) hergestellt. Wir hatten bereits [ (r)|> = [(r[))|* und | (p)|? = |(p|v)[?
als Wahrscheinlichkeitsverteilung plausibel gemacht. Etwas allgemeiner postulieren wir

jetzt:

Das Skalarprodukt (p|) hat die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeit-
samplitude, |{¢[w)|? ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal im Zustand
|t) der Zustand |¢) enthalten ist.

Wir wollen mit diesem Postulat arbeiten:

1.

Hierzu charakterisieren wir |¢) durch eine Observable A (oder durch ein
vollstandiges System von Observablen):
|ax)
lp) = . Alag) = anlay)
lan)

Das Spektrum soll nicht entartet sein.
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2. Das Postulat besagt: Die Messung von A liefert als Ergebnis die Zahl a, mit

der Wahrscheinlichkeit |(a,|¢)|2. Der Mittelwert von A ergibt sich durch viele
Messungen.:

A= apwn =Y anl(anl)* = (W] A[) = (A)y (3.30)

S wn =Y (Wlan)anlt) = () = 1 (3.31)

. Wird im Einzelexperiment a,, gemessen, so ist das System aus dem urspriinglichen

Zustand |¢) in den Zustand |a,) iibergegangen. Bei entartetem Spektrum ist
der neue Zustand nicht bekannt. Speziell fiir [¢)) = |ay,) wird a, mit Gewiheit
gemessen: A ist scharf.

. Modifizierung fiir kontinuierliche Spektren:

) = S anldlan) + [ dAalb)lon) (332)

n

wy = |(ax|v)|? entspricht der Wahrscheinlichkeitsdichte und wyd\ der Wahr-
scheinlichkeit ay im Intervall [ay, a) + dA] zu messen. Der Dimensionsunterschied
zwischen normierbaren und nicht normierbaren Zustédnden ist auch in den Nor-
mierungsbedingungen zu finden:

(anlam) = Onm <a)\\an) =0\ —n)

hat die Dimension A\~ L.

. Der Mittelwert von A ist eine Wabhrscheinlichkeitsverteilung fiir Meiwerte. Man

kann eine solche Verteilung auch durch das mittlere Schwankungsquadrat
von A charakterisieren:

-~

(AA)? = (A%) — (A)* = (A~ (4))*) 2 0 (3.33)

AA mifit die Streuung der Verteilung um den Mittelwert und heifit auch
Unschérfe von A im Zustand [+). Offensichtlich gilt (Ubungen): R
Ist die Unschérfe von A im Zustand |¢) Null <= |¢) ist Eigenzustand zu A

. MeBprozefl noch einmal stichwortartig:

Bei einer Messung wird der Zustand eines Systems i. a. verdndert. Jede Messung
stellt also einen Eingriff in die mikroskopische Welt dar; dieser Eingriff ist laut
Heisenberg nicht zu vermeiden.
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7. Unschérferelation
Will man mehrere Observable gleichzeitig messen, so hingt das Ergebnis i. a. von
der Reihenfolge ab. Dieses Problem wird qualitativ durch die Unschérferelation
beschrieben. Wir betrachten speziell A und B mit [/T, E} # 0. Der Fall {A, E} =0

ist trivial, da gemeinsame Eigenbasis existiert, so dafl A und B zugleich scharf
mefbar sein kénnen. Setze

A'=A—(A) , B =B-(B)
= (A4 =(4%) , (AB?*=(B")
= (AAP(AB)? = (Y|AP ) (| B |v) = (A A'g)(B'Y|B'Y) > [(A')|B'y)|”
Weiter gilt:

(A'p|B'y) = (y|A'B'|y)
AB +BA AB - BA

= <¢|fw}> + (¥ 5 )

= a+if «,f reell
Daraus folgt:

(AA)(AB) > [(Ap|B'Y)| = (/a2 + 52 > |6
Das heifit:
SN AB
(AAAB) = 2wl Bl = Sy w22 2
2 2 U (3.34)

Die Nichtvertauschbarkeit von zwei Observablen fithrt zu einer unteren Grenze
fiir ihre Unschérfen. Speziell fiir A = p und B = 7 folgt die berithmte Heisen-
bergsche Unschirferelation:

Ap- Az >

po| S

(3.35)

Die untere Grenze ist explizit zustandsabhéingig. Aus (3.35) folgt, da Ort und
Impuls nicht gleichzeitig scharf mefibar sind. Wann gilt das Gleichheitszeichen in
(3.34)?
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Zunéchst Gleichheitszeichen bei Schwarzscher Ungleichung. Das bedeutet:
Ay) = CB')

Ferner mufl o = 0 sein. Dies ist dquivalent zu:

(WIA'B' + B'A'lp(= 0 = (C* + C) (| B”|¢)
Sei C' rein imaginér, d. h., C' = iy. Somit folgt die Bedingung:

[A = (A) = in(B — (B))][¢) = 0
Speziell fiir Ort und Impuls in (3.35):
[p— (p) —in(@ = ())]|¢) = 0

folgt in der Ortsdarstellung:

Daraus folgt:
vla) = exp (~gr(o =02 )exp (3p0) mit T=(a) p= (o)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte |(z)|? ist in diesem Fall eine Gaufiverteilung mit
dem Schwankungsquadrat (Az)? = ((z — (2))?) = % Die Unschérfe von 7 in

diesem Zustand ist ,/% = Az. Wegen Az - Ap = % (fiir diesen speziellen Fall)

folgt Ap = %A%c = %7 Diskussion in den Ubungen.

. Gemisch und Quantenstatistik:

Der Wahrscheinlichkeitsdichte w;(a) in 4) entspricht der hermitesche Operator
wy —  6(A—ay), (3.36)
denn:

(F(A=an)y = (PI6(A - ar)[e)
= [ dax dasr(blax) (ax (A = ax)lax) (axe )

- /dax (Wlax ) (ax]0(A — ay)lay){ax|e)
_ / day 6(ax — ay)|{ax [¥)[? = [ax|y(?
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Wir wollen dies hier nicht weitertreiben, sondern nur annehmen, dafl die Aus-
messung der wy nicht ausreicht, um [i)) = [ dx (ax|1)|ay) eindeutig festzulegen.
Neben den wy = |(ay|¥)|? benstigt man auch noch die Phase von (ay|¢)). Man
kann daher nicht sagen , dafl man immer wieder wirklich |¢) ausge-
messen hat. Es konnte auch sein, dal mit der Wahrscheinlichkeitsdichte w)
der Zustand |ay) vorgelegen hat. Dieses Problem fiihrt auf die Quantenstati-
stik. Bisher haben wir den Zustand eines Systems durch einen einzigen Vektor
|1(t)) € H gekennzeichnet. Man bezeichnet dies als den reinen Fall oder die
reine Gesamtheit. Oft ist der Zustand eines Systems nur unvollstindig be-
kannt (z. B. wie oben: Unkenntnis der Phase). Dann lassen sich nur statistische
Aussagen machen.

Gemischte Gesamtheit heifit, mit der Wahrscheinlichkeit w,, den Zustand |v,)
zu haben, (1, |¢,) = 1. Um den Zustand eines Systems zu beschreiben, benétigt
man dann die ganze Basis {|1,)}. In dieser Gesamtheit von Zusténden ist i) mit
der Wahrscheinlichkeit w,, vertreten.

Anschaulich: System sein N-mal nebeneinandergestellt:
o

o O O
1 2 3 ... N

Reiner Fall: In jedem Késtchen derselbe Hilbertvektor, z. B. |164). Gemisch: In
Ny Kiéstchen [¢1), in Ny Késtchen [¢)2) ... in N, Késtchen [¢y) mit:

Ny,
> Np=N, lim Z=w, , 0w, <1 , > wp=1
" " (3.37)

Erwartungswert einer Observablen A im gemischten Zustand:

= > (Wnl Y Wi [tom) (W] Althn)

W

Somit folgt:
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(A) = > (WulWA) = Spur(WA)

W= 3 wnltm) Wmly  wm = |(@m|0)?
m (3.38)

o~

Spur(W) = an =1, Wr=w

W heift Dichteoperator. Dabei werde ausgenutzt, daf die {|1,)} eine Basis
bilden. Als Spurbildung definiert man mit einer beliebigen Basis {|¢,)} die
Summe:

Sp(A) =" (el Alpn) (3.39)

n

Mit Angabe des Dichteoperators ist die gemischte Gesamtheit charakterisiert.
Der reine Fall ist als Spezialfall enthalten, wenn nur eins der w, = 1 ist und alle
anderen Null. In diesem Fall gilt:

—~n

W2 =W

W =3, wm|thm) (| dhnelt in der Form der Spektraldarstellung (3.18) eines
beliebigen Operators A = 3, an|an)(ay|. Tatsichlich ist W der Konstruktion
entsprechend ein hermitescher Operator mit Eigenbasis. In mancher Hinsicht ist
er aber von Observablen zu unterscheiden.

Beispiel: Kanonische Gesamtheit der Quantenstatistik des Gleichgewichts:

—  exp(—BH) _ 1
" Spea(oin) " .

kT

Offensichtlich gilt: [W, H] = 0 = W = 0 = Gleichgewicht.

W und H haben eine simultane Eigenbasis:

- eXP(_BEn)

H|E,) = En|Ey) . WIE) =walEn) , wp = ~ (3.41)

Z = Sp(exp(—BH))

(3.42)
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Z heift Zustandsumme: Z = Sp(exp(—(H)) = Y, Z = Sp(exp(—BEy)). wn
heiBt in diesem Fall (abgesehen vom Faktor Z~!) Boltzmannfaktor. w, ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl das System im Zustand |E,,) ist.

Mittelwerte:
N N 1 .
(4) = Sp(WA)ZESP(eXp(—ﬁH)A

= I g A = 3w B AlE)

n

Angenommen, das System kann die Energien Fy < E1 < Fy < ... < FE4 anneh-
men, wobei Ey nicht entartet sein soll, dann folgt fir 7" — 0(8 — o0):

71“13) W = ‘E()><E0|

Fir T' — 0 geht das System in seinen Grundzustand und damit in einen reinen
Fall iiber (Ubungen):

_ﬁEn

W= Wl—ZW\E (En| = ZZ T

| En) (Enl
=" |Eo){Eo|

3.4 Zeitentwicklung:
Schrodinger-, Heisenberg- und Wechselwirkungsbild

Die zeitliche Entwicklung eines Zustandes ist durch die Schrédingergleichung gegeben:

Hly) = Zﬁ 21¥) (3.43)

Wir betrachten die Abbildung
Ut to) = [1h(to)) — [¥(t1)), (3.44)

die den Zustand zur Zeit ty in den Zustand zur Zeit t; tiberfithrt. Diese Abbildung ist
linear und invertierbar (weil (3.44)eindeutig losbar ist). Der Zeitentwicklungsopera-
tor ist demnach unitdr (Norm bleibt erhalten):

[(t)) = U, to)|¥(t0)) (3.45)
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Er hat folgende Eigenschaften:

ﬁ(t07t0) =1
ﬁ(t%tl)ﬁ(tl;t()) = ﬁ(tg,to)
U lti,to) = U'(ti,to) = Ulto, t1) (3.46)

Eine explizite Form gewinnt man leicht aus

BT (1) = ih%ﬁ(t,to) (3.47)

fiir den Fall, daB H nicht explizit zeitabhiingig ist, d. h., H = 0. (3.48) 148t sich nun
formal aufintegrieren:

O(t,to) = e~ H(t=)

(3.48)

Die Form (3.48) ist ein bifichen ungewohnt aber richtig, da (3.48 — 49) der Aufinte-
gration der Schrodingergleichung entspricht:

R(e) = Sy = (o) = 7 (o)) (3.49)
=U(t,0)

Man kann nun das dynamische Geschehen in verschiedenen Bildern beschreiben:

Schrédingerbild:

Hier sind die Zustandsvektoren zeitabhéngig: [¢(t)) = U(¢)[4s(0))

Die Observablen sind hingegen zeitunabhéngig: A = As.

Heisenbergbild:
Hier sind die Zustandsvektoren zeitunabhéngig: |¢r) = |15(0))
. Die Observablen sind zeitabhéngig:

Ag(t) =UT(H)AU(t) (3.50)

Die beiden Bilder sind vollig dquivalent, da die Matrixelemente unabhéingig von den
benutzten Bildern sind:

(s (8)| As s (8)) = (s ()T (AU ()|5(0)) = (bt Ant (8) o)
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An die Stelle der Schrodingergleichung tritt im Heisenbergbild die Bewegungsgleichung
fiir Observable:

d

LAnt) - ;(ﬁw)&(f)ﬁ(w) |
OB L AAWDE - LT OAWATE + T 1AM
%AHQ) - ;[ﬁl,fH(whgtﬁH(t)_
;{H(t) = €exp (;ﬁt> A\s(t)exp (—;ﬁt) (351)

Falls H = %f] = 0 folgt Hy(t) = Hy, = H. Kommutiert Ay (t) mit H, so folgt
ﬁH(t) = A, = A; A heifit dann wie in KM Erhaltungsgréfie. Klassisches Analogon
zu (3.52) ist die Bewegungsgleichung mit Hilfe von Poissonklammern (1.44).

Wechselwirkungsbild (skizzenhaft)
Hier liegt die Vorstellung zugrunde, dafl

H = ffo + H 1
eine Aufspaltung mit 16sbarem Problem Efo ist.

Im Wechselwirkungsbild definiert man im Unterschied zum Schridingerbild die zeitliche
Entwicklung des Zustandsvektors nur mit Hy:

[ow (£)) = e 0% (1))
Differentiation nach der Zeit liefert:

L0 ~ i ifjg., O
lha\ww(t» = |—Hgernot 4 €ﬁH°tlh§ [Vs(1))

Daraus folgt:

m%wW(m — B () w ()

(3.52)
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Bewegungsgleichung fiir beliebigen Operator im Wechselwirkungsbild

9 -
9 Aw(t) =
B w(t)

l

- {ﬁo,ﬁw(t)}

und fiir den Zustandsvektor:

[ow (t)) = U(t, to) [Yw (to))

Losung iterativ (hier keine Herleitung)

o0 .

U(t,to) = Z:O(—;L)n:“/tdtl .../tdtnT[ﬁl(tl)...ﬁn(tn)]
n= 0 0

t
R —i [av Hi(t)
U(t,tg) =Te o

Vergleich der drei Bilder liefert:

1%s(0)) = |¥m) = |¢w(0))

~

A, = Ag(0) = Aw(0)
W) = [w(0)) = U(0,t0)lpw (to))

Man kann somit exakte Zustandsvektoren mit Hilfe von U und |y (to)) konstruieren!



Kapitel 4

Symmetrietransformationen

4.1 Inversion am Ursprung

Von der KM wissen wir, daf3 zu Invarianzen Erhaltungsgrofien gehoren. Dies {ibertragen
wir auf die QM.

Inversion und Parititsoperator:

~

Wir beschreiben die Inversion I(|¢)) eines Zustandes durch den Paritétsoperator
P(])). In der Ortsdarstellung entspricht die Inversion am Ursprung der Ersetzung
r— —r:

Py(r) = +¢(-r) (4.1)

P ist unitir und hermitesch
Pt=p1l=p (4.2)

und hat die Eigenwerte 1. 41 entspricht skalaren Teilchen, —1 pseudoskalaren Teil-
chen.

Auswirkung der Inversion auf A|)):
I(A]g)) = P(Aly)) = (PAPY) P|y) (4.3)

———
(A=A

A ist invariant unter I, , wenn gilt:
A=A [AP =0

81
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Invarianz des Hamiltonoperators:
Formal gilt
PrPT=—-t% , PpP"=-p (4.4)

Daher ist H = T+ V invariant unter P, falls V(—r) = V(r). H und P haben dann eine
gemeinsame FEigenbasis:

Hlyp) = E[g) , Pl ==£[)

Man kann somit die Eigenzustédnde von H nach der Paritéit klassifizieren, sofern E nicht

entartet ist:
PlY) =|¢) d.h. o(—r) =4(r) heiBen gerade

Plp) = —|) d.h. t(—r) = —¢p(r) heifien ungerade.

Fiir entartete Eigenwerte von H: Hl|y;) = El;) mit (i = 1,...,r) konnen die [t);)
verschiedene Paritdt haben.

4.2 Translationen um den Vektor a

Translationen in Orstsdarstellung:
T(a)y(r) = ¢(r —a) (4.5)

Translationsgruppe:
Die Translationen bilden eine Translationsgruppe im R3, wobei die Menge {T'(a)} eine
unitédre Darstellung der Translationsgruppe in ‘H bildet.

Gruppenoperationen:

T(a)T(b) = T(b)T(a) = T(a+Db) (4.6)
Formal gilt:
T(a)fTt(a)=r—a , T(a)pT*(a)=p (4.7)
Klar, denn z. B.
TpTHo() = Tpb(r—a) =T(a) *Ve(r —a)
5/_/
(r)
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Aus dieser Relation folgt auch, daf f(a) und p vertauschen. Damit folgt als simultane
Eigenbasis |p) mit

erPT

(27h)

(r|p) =

3
2

Mit (4.5) folgt dann fiir die Eigenwerte von T

PN

T(a)p) = ¢ #P%p) = T(a)=e iP?

3 .
2

Klar, denn (r|T'(a)|p) = (r — a|p) = e%p(r_a)/(%rh) = e~ wP3(r|p).

Translationsinvarianz von H:
Vertauscht H mit allen T'(a), so gilt:

~ ~

{H,f(a)}:O fir allea <« [H,f)]:()

4.3 Rotationen um den Ursprung

Rotationen:
Wir betrachten Rotationen R, die das Dreibein {e;},i = 1,2,3 in {€/;} drehen. Es gilt
dann

3
e'i =R- e;, = Z Rij . ej = R(ez) (4.9)
j=1

Die Matrixelemente R;; sind gegben durch:

/
Rij:ei-ej

(4.10)

Fiir beliebige Vektoren A folgt

3
i=1



84 KAPITEL 4. SYMMETRIETRANSFORMATIONEN

und

3 3
=1 =1

Die Komponenten A, im alten Koordinatensystem sind:

3
A =" RpA;
i=1 (4.13)

(4.12) skalar mit e; multipliziert.

Die Menge aller Rotationen R um einen festen Punkt im 3 bilden die Spezielle
orthogonale Gruppe in 3 Dimensionen SO(3). (4.13) entspricht einer Darstellung
dieser Gruppe durch (3 x 3)-Matrizen. Die Matrizen R haben die Eigenschaften:

R*=R , R"=R' | detR=1 (4.14)

d. h. wir hatten rechtshindige Koordinatensysteme vorausgesetzt, die Rechtshandigkeit
bleibt bei einer orthogonalen Transformation erhalten . Es folgt sofort, dafi jede Matrix
mit den Eigenschaften (4.14) einer Rotation entspricht.

Parametrisierung von Rotationen:

1. In der Klassischen Mechanik durch Angabe der Eulerschen Winkel.

2. In der Quantenmechanik erscheint folgende Parametrisierung sinnvoll. Jeder Dre-
hung wird ein Vektor a zugeordnet, dessen Richtung die Drehachse anzeigt und
dessen Lénge der Drehwinkel ist. Um dies eindeutig zu machen, kann man |o| < 7
fordern und fiir || = 7 die Vektoren o und —« identifizieren.

Wirkung von Rotationen auf Zustinde wird mit Hilfe eines unitdren Operators
D im Hilbertraum definiert:

DJv) = R(|v)) (4.15)
Dabei wirkt z. B. in der Ortsdarstellung eine Rotation R nur auf r:

U (r) = R(y(r))
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Fiir Operatoren gilt: R R L
A" =R(A) = DAD* (4.16)

FEine Darstellung von D in H bekommen wir mit Hilfe des Drehimpulsoperators:

L="7x )
(4.17)

Die Darstellung wird deshalb von L abhéngen, weil Rotationsinvarianz (etwa des Ha-
miltonoperators) mit der Erhaltung des Drehimpulses zusammenhéngt. Aus &hnlichen
Griinden war zuvor der Translationsoperator notwendigerweise mit dem Impulsopera-
tor verkniipft, siehe (4.8).

Alle Komponenten von L sind hermitesch, weil wegen
EZ' = Eijkfb'\j]/)\k (4.18)

nur kommutierende Komponenten von r und p verkniipft werde. ¢;;;, ist ein total
antisymmetrischer Tensor mit den Eigenschaften:

1 : (iy7,k) zyklisch aus (1,2,3)
€ijk = €i-(ejxer) = —1 : (4,7, k) antizyklisch aus (1,2,3)
0 : sonst (4.19)

In der Notation (4.18) wird iiber gleich vorkommende Indizes summiert (d. h. iiber j),
somit folgt z. B.:

L1 = €123T2p3 + €132X3P2 = T2p3 — T3D2

Die Komponenten L; vertauschen nicht untereinander, sondern es gilt:

{EZ’, EJ} = Zqujkf/k

(4.20)

Dieses entspricht
L x L =¢hL

Die Darstellung D ist dann explizit gegeben durch
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(4.21)

Zum Beweis von (4.21) legen wir die z-Achse in Richtung von & und benutzen Polar-
koordinaten. In der Ortsdarstellung;:

~ =~ . . h(. .0 _0 h o0
ngLZ::cpy—ypz:Z.<x— )z, (4.22)

(4.22) in (4.21) eingesetzt:

D(&) = exp (—;aLz> = exp (—aacl) , a4 =aes=ae, (4.23)
und
D@(rb.) = exp (g ) v(r6,9)
S (ay oy
- HZZO n! <890> ¢(T79790)
= ¢(T7 ‘9’ ¥ — Oé)

Dies entspricht einer Drehung um die z-Achse um den Winkel «. Speziell fiir eine
infinitesimale Drehung |d| < 1 gilt:

D@ = 1- ﬁ&i +
A = DAD* = DAD! = (1 - LaT)A(1 + LaL)
Daraus folgt:
A=A e ] +
(4.24)

Rotationsinvariante Groflen:

Rotationsinvariante Grofen sind z. B.: p2, ¥2

EB L2 V(). & H = 5+ V().
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Dies sind alles skalAare Operatoren oder Skalaroperatoren. Offensichtlich gilt fiir alle

Skalaroperatoren A:

[ﬁ L} =0« [A,f)(o}’)} =0 fir alle &

)

Bei Rotationsinvarianz bleibt also der Drehimpuls erhalten. Wegen [H, L?] = [L2,L] =

[i, ]3] = 0 kann man H, L2, L., P simultan diagonalisieren.

Die Giiltigkeit von {E, f’} = 0 folgt aus (4.4):

[ﬂﬂ = LP-PL=(Fxp)P-P(Fxp)
— (Exp)P—(PFPH)x PP (PpPt)P

~ =1 ~

A 5

= ExpP-EFxpP=0

Die Invarianz des Hamiltonoperators gegeniiber verschiedenen Symmetrieoperationen

hat weitreichende Konsequenzen. Bis jetzt wissen wir:

Vertauschungsregeln fiir Drehimpuls und Vektoroperatoren:
Fiir infinitesimale Drehungen gilt (4.24):

Andererseits gilt aber auch:

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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Polarkoordinaten:
Der Vollstandigkeit halber und fiir den spéteren Gebrauch notieren wir:

x = rsinfcosy

= rsinfsing

z = rcosf
e = r_ (sin @ cos ¢, sin @ sin p, cos 0), (4.28)
r
ey = ;aer = (cos B cos ¢, cos 0 sin ¢, — sin 0),
e, = e, xeg=(—siny,cosyp,0)
Fiir den Gradienten folgt:
0 10 1 0
el 1ot Y L9 4.
vV=e 8r+eer89+ewrsin98gp (429)
und fiir die einzelnen Drehimpulskomponenten ergibt sich:
~ - h 0 0 h 0 0
L1 = Ly==|y=——-72=— )=~ |—sinp— — t0— |,
1 i (yaz Z@y) ; < smcpae COS  CO 8<,0)
~ -~ h(.0 _0 h 0 . 0
Ly = Ly,= 7 (28:1: —azaz) == (—cosapa19 —smcpcotﬂaso) )
Bos nl(s2 52)t0
5= =T \Tay Yor) T i Op’ (4.30)
3 2
~ -~ 1 0 1 0 0
L? = L? = —h? ( e>
2L <sin2.9 92 " smo o0 \*"" 50

; T oy h
(4.30) folgt aus (4.29) mittels: L =7 x 2V.



Kapitel 5

Quantentheorie des Drehimpulses

5.1 Eigenwerte des Drehimpulsoperators

Im folgenden interessieren wir uns insbesondere fiir die Eigenfunktionen und Eigenwerte
von L? und L..

Vertauschungsrelationen:
[Ji, JJ} = iheiijk (5.1)

Ein Operator J mit diesen Vertauschungsrelationen heifit Drehimpuls. (5.1) folgt bereits
aus den infinitesimalen Erzeugenden einer Darstellung der Drehgruppe SO(3), wobei
die Struktur der Gruppe verantwortlich ist fiir die Strukturkonstanten ¢;;;. In der
Feldtheorie bezeichnet man ¢;;, auch als Levi-Civita-Tensor. Es gilt wie zuvor:

~

D(a) = e 7% (5.2)

Im Unterschied zu J heiBt L = T x p Bahndrehimpuls. Wir setzen:
j = hA 5 [Az,A]] = ieijkAk (53)

Wir benttigen weiter die Definitionen:

Ar=A,+ih, (AT=A= A, =AT), (5.4)
A= A2+ AZ4A2 AL A] =0 = [A%AL] =0 (5.5)
[Az, Ax]=%Ar , [ApA]=24A;, (5.6)
AA =A% — A2+ A, , A A =A2—A2_A.. (5.7)

89
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Wegen (5.5) konnen wir A2 und A, simultan diagonalisieren. Wegen A? > 0 hat A2
keine negativen Eigenwerte. Wir schreiben sie ohne Beschrinkung als:

A2|)‘u> =AM+ 1)‘)‘;1) ) Az‘)‘u> = N‘)‘u> , A>0

(5.8)

wobei {|A,)} die simultane Eigenbasis bezeichnet.
Fiir die Mittelwerte von Ay A_ und A_A folgt aus (5.7):
(AulArA_|AL) = <)‘M|A2 - Ag + Az [Au)

= PO =24 a] Q)
= A+pA—p+1)

<)\u|A—A+|/\u> = <)‘M|A2_AZ_AZ|AM>
= PO = =] )
= A=pA+p+1)

Dabei wurde vorausgesetzt, daf§ die {|)\,)} normiert sind. Wegen (A\,|A+Ax|N\,) =
(AxAu|A£A,) > 0 folgt:

AZ>p>—A
(5.9)
Falls
ArA) =0 & =)

Falls Ay|\,) # 0:

A2(ALIA) = AAZIA) = XA+ 1AL,
AZ(A+‘)‘M>) = A++A+Az,)‘u>:(N+1)(A+|)‘u>)a

Daraus folgt, dal A;|)\,) ein Eigenzustand zu A? und A, ist.
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Falls A_|\,) # 0:

APACA) = MAF DAY . AN = (u— DA|A)

Somit folgt, da8 A_|A,) ebenfalls ein Eigenzustand zu A% und A, ist.

A4 und A_ verhalten sich dhnlich wie die Auf- und Absteigeoperatoren beim harmoni-
schen Oszillator. Wegen (5.10) hat man hier fiir x4 eine Beschrénkung nach unten und
nach oben, d. h. beim wiederholten Aufsteigen bzw. Absteigen gelangt man notwendi-
gerweise zu 4 = A bzw zu pu = —A. Damit mufl 2\ = n eine ganze Zahl sein. Somit
kann A nur die Werte A = § = 0, %, 1, %, ... annehmen. Die zugehorigen Eigenwerte
von A, sind p=—X,—A+1,..., A — 1, \. Sie sind also mit A ganz oder halbzahlig. Zu
gegebenem Eigenwert A(A+ 1) von A? gibt es genau 2\ + 1 Eigenwerte von A,. D. h. zu
jedem n bzw. A kénnen wir eine Darstellung konstruieren, deren Dimensionen gerade

2)\ + 1 ist. Eine Basis dieses 2\ + 1-dimensionalen Raumes ist durch {|\,)} gegeben.

Standarddarstellung:
Die allgemein gebréduchliche Notation ist

A—=J , p—m

TPljm)y =BG+ V)ljm) , T|jm) = hm|jm), (5.11)

Die auf der vorherigen Seite erwédhnten Relationen legen folgende Definitionen nahe:

1
ViGF D - mim—1)

1 - (5.12)
G

jm=1) = A-ljm)

jm+1) =

In der Standarddarstellung werden die Operatoren AU) durch folgende Matrizen dar-
gestellt:

(j m‘Agj)‘j m’> = MOpmm’

GmIADm'y = [5G + 1) = mm/S s (5.13)
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Beispiele:

j=0: R
A=J=0

1{1 0 0 1 0 0
AZ_2<0 —1) ' A*‘(o 0) ’ A_<1 0)

Oder auch A = %0, wobei die Komponenten von ¢ die Paulischen Spinmatrizen re-

N|=

prisentieren:

(01 (0 —i (1 0
=11 0 270 R |

j=1:
10 0 0 vV2 0 0 0 0
A,=100 0 , Ab=10 0 V2 , A= V2 0 0
00 —1 0 0 0 0 V2 0

J? und J, sind gleichzeitig scharf melbar, da die Operatoren vertauschen. J, und jy
sind nicht gleichzeitig scharf mefibar. Die Unschiéirfe ist in diesem Fall:
(AT = (J7 = ()%
h? . ,
= U m|AL + A2 AL A+ A_Ay|jm)

h?
= —(im|2(A% — A3)|jm)

4
R 2 h?
= S+ -m? =3 (5.14)
D. h. AJ, > 0 auBer fiir j = 0. In (5.14) wurde noch (.J2 — jy2> = 0 benutzt.
Bahndrehimpuls L=7x Dt
L2lm) =21+ Dim) , L.|lm) =hm|lm) (5.15)

In der Ortsdarstellung gilt:
(r|L.|lm) = hm(r|lm)
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Mit L, = %% folgt:

h 0
;—So(r|lm> = hm(r|lm)

Daraus folgt:

(r[lm) = e Fiy (1, 6)

1
V2T

(5.16)
V2 ist Konvention. Eindeutigkeit von (r|lm) verlangt e"™(#+2™) = ¢%_ Deshalb ist
e2™ — 1. also m und ! ganzzahlig mit

l:0(8),1<p),2(d),3(f),...

5.2 Kugelfunktionen

Wir wollen die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses L = r x p kennenlernen. In
Ortsdarstellung ist bei einer Drehung von (7,0, ¢) nur der Winkelanteil betroffen,
d. h., auch L wirkt nur auf die Winkel. Wir bauen daher den Hilbertraum als Ten-
sorprodukt von Radialwellenfunktionen und Winkelfunktionen auf der Kugeloberfliche
auf:

w(rvea W) = fl(r> ) Y2m<97 90) = (r\lm)

(5.17)
[, m sind Indizes fiir die Basen, was noch zu zeigen ist. Aus (4.30) folgt:
Ly = ? < sin go% — cos p cot 9;;) + z? <cos cp% — sin ¢ cot 98690)
Daraus folgt:
~ ~ o~ ’ 0 0 ~ hoO
Ly = L,+iL, = het™ (ﬂ:ae + ¢ cot 98) , L,= 00
v Loy (5.18)

Aus (5.12) folgen die Relationen,
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Gy [ G=m

ljm) = G —m)l )G +m)! (5.19)

so dal man fiir die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses in der Ortsdarstellung auch
schreiben kann (j — [):

_ ) UEm)t
(r]lm) = m/\ﬁ (r|1l) (5.20)
mit
Ay (x|il) = 0. (5.21)

Fiir (5.21) 148t sich mit (5.16) und (5.18) weiter schreiben:

Ay (r|ll) = e (880 + i cot 68?,0) Eeil‘”ﬂl(rﬂ)
Daraus folgt:
0
(80 — lcot 0) (r|lly =0 (5.22)

(5.22) spielt dieselbe Rolle wie byy = 0 beim harmonischen Oszillator. Die Losung von
(5.22) ist
eilgp

Nor sin' 0 (5.23)
m

(r|lly = ayfi(r) -

Fiir den Normierungsfaktor a; ergibt sich

5 sin? @

/Cll?’7"|<1‘|ll)|2 = /drr2|fl(r)\2/sin9d0dcpal
0

—— =1
=1

Daraus folgt:

221(”)2

™ 1
1= a%/d@ sin? 19 = a? / dr (1 —2?) = QWGZ
0 1
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Damit gilt:

IRVICES VI
(r|il) = STING] msml@'fz(r) 5.2

Fiir m # [ folgt aus (5.17) und (5.20):
(ef[lm) = fi(r) - Yim (6, )

mit
(l ‘|‘ m) lm €17
Yim(0,¢) = " b
im (6, ©) @ I —-m)!" Veor sin’
l—m
\/W lJFm { —ip (_8 —i—zcot@a)] e sin' g
211\/2 2Dl — m)'2m 06 dp

Setzen wir sin' @ = g(6) und | — m = n, so folgt:

Arieiltpg(g) = el ( 2 + i cot 98(1) €il<p9(9)

06
_ iel-n) (_3 — lcot e)n g(0) (5.25)
o0
Mit = = cos @ gilt:
(—8 —lcot 9) 0) = {(1 e xZ)é] ()
00 9 = T g

— —l+1 0
= {sm Hd(cos ) sin 9] g(0) (5.26)

(5.26) 148t sich leicht nachrechnen:
r=cosf , dr= —sinfdf

Daraus folgt:

141 [

9(0) = (-2 (1 — 2?)37 ! (~2z)g()
—1+1 1 d
(1 _ 1’2)% @9(0)

—ix1 d
(-2 21 -2

N~

|~

~(1- %)

= (—jg—lcotﬁ) g(0)

(1-2%)
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Fiir (5.25) folgt dann

. . d n
n il — Sip(l-n) | g n—l sl
Ate™g(0) =e [Sm 6 <d(cos 9)) sin 6} g(0) (5.27)

und somit fiir ¥;,,(0, ¢):

(1) 2041 (L+m)! ™ ( d )l_m .9
Y =
im (0, ) 21]1 4w (I —m)!'sin™ @ \ d(cosb) s

(5.28)
Fiir Yy folgt:
20 +1(—1)! d \' . o 20 + 1
Yig = 1/ o = Py(cos 2
0 472U (d(cos@)) S 47 1(cos 6) (5:29)
Pe) = oL~ 1) (5.30)
M= oI dad '

Die P(z) heilen Legendresche Polynome und sind spezielle Kugelfunktlonen Die
Yim (0, ¢) he1f3en Kugelflichenfunktionen erster Art. Der Faktor (—1)" fiihrt sin? § =
(1 —22)! in (22 — 1) iiber. Er ist in (5.28) willkiirlich hinzugefiigt worden. Aus (5.30)
folgt, daf die Pl( ) Polynome vom Grade [ sind:

Po(z) =1, Pi(z)==, Po(z)= %(3952 1), (5.31)

R(1) =1, P(-1)=(-1). (5.32)

Paritit der Kugelflichenfunktionen:
Aus (4.28) folgt, dafl r — —r in Polarkoordinaten bedeutet:

r—r , 0—-1—0 , o—p+m

Daraus folgt:
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Py(r,0,0) = ¢(r,m — 0,0 + )
Fiir die einzelnen Anteile in Y}, (0, ¢) heifit das:

cos) — —cosf , sinf — sinf

2. Insgesamt folgt

PYim(0,9) = Yi(r—0,0+m)
= (=1)™(=1)""Yim (0, )
= (_1)13/27”(0’()0)

Die Paritéit der Kugelflichenfunktionen ist P = (—1)..

3. Eine zu (5.28) analoge Darstellung fiir m — —m liefert:

Ylfm(ea (,0) - (_1>m l;kn(ev()o)

4. Die Y}, bilden eine Basis auf der Einheitskugel:

/ QY7 (8, 0)Yime (6, 0) = 616y

eimgo N (_1)m6im<p

97

(5.33)

)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

5. Insbesondere kénnen Funktionen F(6, ¢) nach den Y, entwickelt werden:

[e's) l
F(Q;SO) = Z Z alm}ﬁm(ea()@) y  Aim = /dl Y};(eﬂp

=0 m=—1

Aus (5.28) folgt fiir die ersten Kugelflichenfunktionen:

1
Yoo = 4/ —
00 471"

1 /3 . 1 /3
Y1 = —5\/§BZ¢81H¢9 , Yw:g\/%cosﬁ , Y1 1=

1 /15 . 1 /15 .
Yoo = 1«/%(312“’811&26 , y’21:2\/;ewsin0c089

1 /5 1 /15 _.

Yoo = 4\/;(3c0520—1) , Yg,lzi ﬂe_wsint%:ose
1 /15 _o, .

Yo 9 = 1V 2.¢ 2¢ sin% 0

VF(0,¢) (5.37)

1 /3 )
5\/56_“0 sin @

(5.38)

Offensichtlich ist die Wahrscheinlichkeitsdichte |Y},,|? rotationssymmetrisch beziiglich

der z-Achse.
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5.3 Teilchen im sphéirisch symmetrischen Potential

Fiir ein Teilchen im Zentralfeld ist die potentielle Energie kugelsymmetrisch. Es ist
daher sinnvoll, Polarkoordinaten zu benutzen. D.h.

h? .
[_ZmA + V(r)] Y(r) = Ey(r) (5.39)
geht mit
1 02 1 1 02 1 0 0
A= - — — [(sinf— 4
r87“2r+7"2 [sin298¢2+sin980 <81D969>] (5.40)
- 1 0? 1 0 0
72— _p2 g ( - ) 41
h Lm?ea@? oo "% (5:41)
1 82 EQ 5 h2 82 ZZ
v A= lget e e =Tt (5.42)
iiber in:
h2 82 EQ
“amrar Y)Y [W " V“)} v=ry
(5.43)

Wegen des gegen Rotationen invarianten Zentralfeldes vertauschen H , L? und L, mit-
einander, d.h., diese Operatoren sind simultan diagonalisierbar. Die Eigenfunktionen
Y(r,0, ) = fi(r) Yim(0, ¢) von H sind fiir beliebiges f;(r) Eigenfunktionen von L? und

L. Setzen wir diesen Separationsansatz in (5.43) ein, so folgt fiir die Radialwellen-
funktion fj(r) die Differentialgleichung:

h?  d2

& R+ 1)
2mr dr?

2mr2

(r fi) + [ +V(7“)] filr) = E fi(r)

(5.44)

Ahnlich wie in der Klassischen Mechanik 1Bt sich hier die GréBe A% 1(1+1)/2mr2+V (r)
als effektives Potential interpretieren:

Rl +1)

2mr2

Vers(r) = +V(r) (5.45)
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Mit der Substitution
Ri(r) =7 fi(r) (5.46)

folgt aus (5.44):

h?
I RY) 4 Vags ) - Rulr) = BRA)

(5.47)

Die Losung von (5.47) hingt von [, nicht aber von m ab. Die Eigenzusténde von H
sind also beziiglich m entartet. Wegen der Vertauschbarkeit von H, L?, L, kénnen
wir schreiben:

H|lm) = E|lm) , L*Im)=nh2(1+1)|lm) , L.|lm)= hm|lm)

Die Entartung hingt nun damit zusammen, dafl auch lALz, f/y und f/i mit H vertauschen,
denn:
Lillm) ~|lm=x1) , Hl|lm)= E|lm)

= LiH|lm)=HLy|lm)= EL.|lm) = Hllm=+1)=E|lm+1)

zum gleichen Eigenwert E.

Wegen ¢ = f1 Y}, = %Ylm hat die Normierungsbedingung

[ = [ arimio? (5.45)
0 0

die gewohnte Gestalt. (5.47) heiit auch radiale Schréodingergleichung. Sie ist ein-
dimensional. Thre Losung &8t sich fiir beliebige V' (r) nicht explizit angeben. Man kann
aber das Verhalten der Losungen fiir grofle und kleine r diskutieren. Hierzu machen wir
die folgende Annahme. Fiir  — 0 soll |V (r)| schwécher als %2 wachsen. Daraus folgt,
daB [V (r)|r? — 0, d.h., man kann V(r) gegen die Zentrifugalbarriere vernachlissigen.
Dann wird aus (5.47):

I(1+1)

R=~0
r2

_R;’ +

Daraus folgt:
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Rl ~ rl+1
(5.49)
Losungen der Form R; ~ r~! scheiden wegen Nichtnormierbarkeit aus
filr) TR0 (5.50)
Fiir r — oo soll |V (r)| stérker als 1 abnehmen. Damit folgt aus (5.47):
2
—h—R” =FER
2m
Deshalb gilt:
R asinkr + bcos kr = csin(kr + n) E h;jff >0
Aehr 4 Bkt . B=0 , E=-LE < (5.51)
oder
sin(kr+n) E>0
f(?“) = { ‘ Are_k’“ E _ 0
G < (5.52)

FE < 0: Die Forderung, daf AM fir r — 0 stetig in 7! {ibergeht, ist nur fiir
bestimmte diskrete Energiewerte moglich. Die diskreten Energiewerte erhalten
daher neben [ die zusétzliche Quantenzahl n:

Hlnlm) = Ey|nlm)

(5.53)

Wegen fp(r) = R”; ™) Zihlt n alle moglichen Léngen zu einem festen [ ab.

Hier mup S2(rn) (
"

Kugelwelle) stetig in r!iibergehen. Dies ist fiir jedes belie-

bige £ > 0 moglich. Daher entspricht £ > 0 dem kontinuierlichen Spektrum.

1 hat [ als Index. Fiir V = 0 folgt:

lm

5 (5.54)

Den durch das Potential bewirkten Phasenunterschied nennt man die Streu-

phase §;:

S=m—mV=0)

(5.55)
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5.4 Das Wasserstoffatom

Ein Elektron im Coulombpotential V (r) = —% ist ein einfaches Modell fiir ein Wasser-
stoffatom (m pyoton, = 00). Die Naturkonstanten sind mittels einer Skalentransformation
eleminierbar.

Lingen:
r K2 .
p=— , a=-—F5= 0.53A  (Bohrscher Radius)
ag me
Energien:
E e? h? me?
€E=— =—=—>=—F &= 13.604eV
R, Y7 209 2ma} 2R
Damit geht

2 2 62
TRI) + lw - r] flr) = B futr)

2mag
h2

nach Multiplikation mir — iiber in:

d’R 2 l(l+1
dQ+{e+ et )} R=0
p p p (5.56)
Sei € < 0. Der folgende Ansatz liegt nahe:
Rp) =g Y Bp | e=—a?
v=0 (5.57)
Fiir die ersten beiden Ableitungen von R(p) folgt:
R(p) = Y e B, [(v+1+1)p" —ap™H],
v=0
R'(p) = > e *p, [(v +I4+ 1)+ D" = 2a(v +14+1)p"H + a2p”+l+1}

v=0
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Einsetzen in (5.56) ergibt die Rekursion:

> e Byp” [(u 1+ D)+ D" — 20w 14 1)p" T 4 a?pr T
v=0
2 I(l+1
n <6+_ (;; )>pu+l+1 —0

Daraus folgt:
S8, [(+ U+ D +0) — 10+ 1)+ 21— alv+1+ 1)
v=0

+ (€+a2) py—i—l—&—l} =0
=0

Damit gilt:

Bor1 (v +1+2)(v+1+1) =11+ 1)] =28, [alv+1+1)—1]
(5.58)

Angenommen die Taylorreihe in (5.57) bricht nicht ab. Fiir v > [ folgt:

ﬁu-ﬁ-l = 27a/6u = /811 = (QOZV)ﬁO

v!
0o ist eine Normierungskonstante und R wéchst dann wie:

2a)¥
R=erptt )" (2" y|) p” Bo = Boe®?p Tt~ e 2 oo
v=0 ’

e2ap

Diese Alternative scheidet aus. Demnach mufl die Taylorreihe fiir ein v = n,, abbrechen,
d.h., 8,, # 0, By = Bpn,+1 = 0. Dies fithrt zu einer Bedingung fiir «:

1

1
- == ,=0.1,... 5.59
n,+l+1 n ’ " (5-59)

n heifit Hauptquantenzahl. Fiir die Energie der gebundenen Zusténde folgt mit € =
1.

02 =_1
= — -5
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R 21
A S N

Ep=-w__°% ©
" n2 2a0n?’

(5.60)

Wegen n,+1l+1=n,n, =0,1,... folgt fiir die Drehimpulsquantenzahl [ zu gegebenem
n:

0<i<n-1

(5.61)

Das heifit zu Il = 0,1,...,n — 1 gehort dieselbe Energie F,,. Zu jedem [ gibt es weitere
(21 4+ 1) Zusténde |[Im). Somit ist der Gesamtentartungsgrad von E,,:

s s n(n+1) 9
Z(2l+1):n+22l:n+2T:n (5.62)
1=0 1=0

Eigenfunktionen:

Ynim (T7 0, 90) - fnl(r) Yim (97 (P)

fur) = L — e (T)m 'S ()

ap

mit

und

2 v4l+1-1

ot = T D+ 2+ )

2 (-1 — 1)
/31/ ) ﬂy_ ( n) ( : 1)'

SVl 14 ) (n—1—v— 1)!ﬁ0

Damit folgt fiir die Radialwellenfunktion:

1 e p\IndSt 2r \" (n—101—1)5
fri(r) = e e °<ao> 2 (_7w0> N2+ 1+ ) (n—1—v— 1)

v=0

¢ny ist eine Normierungskonstante. Etwas eleganter a8t sich f,,;(r) mit Hilfe der ver-
allgemeinerten Laguerre-Polynome ausdriicken:

n—{—1
R(p) = e *p!* 3" Byp” = e T L(2ap) (5.63)

v=0



104 KAPITEL 5. QUANTENTHEORIE DES DREHIMPULSES

Mit = = 2ap und

2
% — R// — <2a)l+167%$l+1 {L// + LI |:
X

201+ 1)

_1]+L{1_5—1+1(z+1)]}

4 x 2

fithrt (5.63) eingesetzt in (5.56) auf eine Differentialgleichung fiir L(z):

xL"+L'[2(z+1)_x]+LB_(l+1)] ~0

(5.64)
Die sogenannte Laguerrsche Differentialgleichung lautet
v - L")+ L'(zx)[jp+1—2]+q-L(x)=0 (5.65)
mit ganzzahligen p,q > 0 und einer bei x = 0 regulédren Losung:
& 0 at .
Ip(x) = (<1210, () L) = "o (e a) (5.66)

Damit 148t sich die Radialwellenfunktion fiir das Wasserstoffatom einschliefSlich Nor-
mierungsfaktor in folgender Form schreiben:

12 [(n=1-1) (27‘)
Julr) = ao 2\ [+ D ™ \nao
Fu(r) = e 3229 () (5:67)
fni ist normiert:
/dr 72 frort (1) fra (1) = S (5.68)
0
Daraus folgt:
<nlm\n'l'm’> = 5nn’5ll’5mm’ (569)

Das Laguerre-Polynom ist vom Grade ¢ = é —1l—1=n-1-1 wegen (5.59), d.h.,
die Radialwellenfunktion hat genau n — ! — 1 Knoten oder Nullstellen aufler r = 0.
Bei r = 0 liegt eine l-fache Nullstelle vor, so dal die Gesamtzahl der Nullstellen im
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Endlichen gerade n — 1 ist.
Die ersten Radialwellen lauten:

2 _r
flO = 77 e 9o
ag
1 __r
f20 = 3 <2 — T) e 2aq
(2a0)2 ao
2v/3 2r 2 /1r\%\ _._-
fa0 = 3 (1 -5+ () ) e 3% (5.70)
90,3 3@0 27 ag
1 r
fa = —e 2%
24a} %0
Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte:
Wpl = /d37" |¢(T70a (p)|2(5(7“ - ’I”/) = TQ‘fnl(r)F = |Rnl(r)‘2 (571)

Speziell folgt mit 1100 = f10Yoo = \/42?67% fiir wio(r):
Tay

4 _o2r
wio(r) =1’ fiy = T27€ 0
ag

mit einem Maximum bei r = qg.

A (*)10

"Bohrsche Bahn"

v

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
A r

Fiir den mittleren Radius und reziproken mittleren Radius folgt:
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(Fuim = (30> =11+ 1)] (5.72)
1 1
<;>nlm = agn2 (5.73)

Spektroskopische Nomenklatur (noch unvollstindig wegen fehlendem Elektronen-
spin):

Eigenfunktion | Eigenwerte von | Radiale Quantenzahl
(Orbital) H I1* L, ny=n—1-1
Y100 (18) -Ry 0 0 0
¢200 (28) —% 0 0 1
Yor0 2p) | -2 2m? 0 0
Yo (2p) | -2 2m? h 0

Yo1-1 (2p) | B¢ 282 —h 0
V300 (3s) —% 0 0 2

E > 0 : Hier 148t sich der Radialanteil mittels der konfluenten hypergeometrischen Rei-
2
he schreiben (E = R2 ( k ) ):

— 2m \ao

ikr +1 1 2k
Rya(r) = C e o <T> F<l+1i,k,2l+2,:p ! 7")
(3

ag ao

F fiihrt fiir r — 0o zu einem logarithmischen Term in der Phase!

5.5 Kovalente Bindungen und das H;-Molekiil

Das Wasserstoffatom konnte exakt behandelt werden. Bei Atomen mit mehr als ei-
nem Elektron ist dies nicht mehr moglich. Bringt man viele Atome zusammen, so tritt
ein neues Phénomen auf. Das System kann seine Energie durch Kondensation ernied-
rigen, d. h., durch Ubergang zu einem Festkorper. Die Stabilitit eines Festkorpers
hangt im wesentlichen vom Bindungstyp ab, wobei die Bindung von den Elektronen
in der dufleren Schale (Valenzelektronen) hervorgerufen wird. Man unterscheidet vier
Bindungsarten:
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1. van der Waals-Bindung
Tonenbindung

kovalente Bindung

Ll

metallische Bindung

Als Bindungs- oder Kohisionsenergie bezeichnet man die Energie, die notwendig ist,
um den Festkorper in seine atomaren Bestandteile zu zerlegen.

Werden bei der Kondensation die Elektronenwellenfunktionen verbogen und tragen
so zur Bindung bei, so nennt man dies eine kovalente Bindung. Bei der van der
Waals- und Ionenbindung bleiben die Wellenfunktionen unverformt und die Bedin-
gung Vy(R) = minimal erlaubt eine zufriedenstellende Beschreibung. Diese Forderung
alleine ist jetzt nicht mehr sinnvoll, da bereits in nullter Niherung die Valenzelektronen-
zustande im periodischen Potential mitgenommen werden miissen. Dieser Bindungstyp
ist daher sehr viel schwieriger zu behandeln als alle anderen Arten von Bindung.
Prominente Beispiele fiir kovalente Bindung sind Festkorper mit Tetraederstruktur

(C,S1,Ge).

Wegen der Gleichwertigkeit aller Atome existiert keine Ionenbindung und deshalb auch
keine dichte Packung wie bei Ionenkristallen. Die Tetraederbindungen erinnern an die
Bindung organischer Molekiile. D. h., die Valenzelektronen bleiben nicht an einem Atom
lokalisiert, sondern haben eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen benach-
barten Atomen und an den Atomen selbst.

Die kovalente Bindung zeichnet Richtungen aus. Einzelne kovalente Bindungen sind:

H-H :4.5eV
C-C :3.6eV
Si-Si @ 1.8eV
Ge—Ge : 1.8eV

In vielen Festkorpern ist die Bindung sowohl ionisch als auch kovalent. Interessant ist
dabei das Verhalten bei zunehmender Valenz der Partner:

Alkali-Halogenide: I-VII ionisch
Erdalkali-Chalcogenide: I-VI  etwas kovalent
GaS, InSb u. s. w.: III-V  Kovalenz iiberwiegt

IAY kovalent

In der Gruppe der Erdalkali-Chalcogenide {iberwiegt der ionische Beitrag zur Bindung
bei NaCl-Struktur, beim Zinkblendetyp hingegen der kovalente Anteil. GaS und InSb
sind wichtige Halbleiter.
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Wir wollen das Zustandekommen der kovalenten Bindung am Beispiel des Ho-Molekiils
demonstrieren. Dariiber hinaus 148t sich auch das Heisenberg-Modell herleiten.

Elektron 1 Elektron 2

Ho Storung ﬁl

Grundzustand von H:
1 = palry) pp(re) = Eéo) = 2¢g

Grundzustand von Ho:
Vi1 = @a(r2) pu(r1).

Heitler und London:
Betrachte eine Linearkombination von v; und ;r:

¥(r1,r2) = cror + crrdrr (5.75)

Dies entspricht einer stérungstheoretischen Analyse, wobei ¢; und c¢;; die Rolle von
Variationsparametern iibernehmen. Wir nehmen das Ergebnis der Rechnung vorweg:

o WM 0B

Wy el
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cC A c 1 52 c
(&) () (e T ) (0)

S, A, C sind reell, falls ¢, und @ reelle Werte besitzen. Daraus folgt:

Daraus folgt:

By =2¢+ 224 + !
+ = 460 T oo Cl] =TC]] = —FT—F/————F5¢
1+£52 7 2
2(1 £ 52) (5.76)

Die Indizes £ zeigen symmetrische bzw. antisymmetrische Wellenfunktionen an.

Betrachte die Bindungsenergie der kovalenten Bindung

E,- 2¢, A
R,=0,7395 A R
cDsingulett ’ E+
-5eV +
Prriplett = —(r1,r2) X7(s1,82) mit _ = cr[ypr — Yy (5.77)
PSingluett = V4 (r1,12) X5(s1,82) mit = er[r + Y] (5.78)

Sei A < 0 fir R > Rp und C' > 0 fiir fast alle R, so folgt C + Alz.p < 0 und
C_A‘R>R0 >0.

Die Rechnung lautet im einzelnen:
Seicr,cir €R; 1=r1, 2=rs.

Wiy = [ dridr {FleaOF [@)F + e ea@) P (D
+erern (61 2 652 o(1) + 62 alD) 6 (1) (2}

(Ql) = ¢ + ¢ + 2erer1S*S (5.79)
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5= [ i)
(5.80)

WHW) = & [ EridrelUe@) [Ho+Hl ea Do)

2¢0
cy [ dndr el @)e) [Ho+ Th] wa@eu()
+cenr [ dirdn g (1)6i(2) Mo+ ] pa(2)pn(1)

v oeren / dry dPry 2(2)03(1) [Ho + Hi) 0a(1)(2)

(Y| H|Y) = 2€ (C% + C%I) + 4€0SS*crerr + C (C% + C%I) + (A4 A% e (5.81)

(5.82)
2 2 2 2
A = / dry dirp i |4 & -
ri2 R ru T2
Normierung:
(W) =1 = cF+ch+2ccr18* =1
Bei symmetrischen Ortswellenfunktionen gilt:
= (5.83)
] =C[] = —F—————— .
1 =CII 301195
Ortswellen antisymmetrisch:
1
cr = —cry = (5.84)

V201 - 55
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Man entnimmt (5.81) mit (5.83-84) sofort, dafi man wirklich stérungstheoretisch ge-
rechnet hat, da der erste Anteil in (5.81)

. (5.83) 4e .
260(C%+C%1)+4EOSS == Q(Tgﬁ*)(l_{—ss ) :260

nichts anderes als die ungestirte Energie des Molekiils ist.

Mit (5.83-84) erhalten wir noch:

B 1 9 B C+A
E, = TS [460 +460S% +2C + 2A} =20+ o (5.85)
B 1 9 B C-A

Wir finden somit fiir die Wechselwirkung zwischen zwei H-Atomen im Singulettzustand

vg=C+A |, ®g=1(ri,r2)xs(S1,S2), (5.87)

und im Triplettzustand:

(O Al Cc-A s q)T = ¢_(I‘1,I'2) XT(817 SQ) (588)

Die Spinfunktionen lassen sich mit 1 = S1, 2 = Sy und Index 0,0 = S, Mg = S* explizit
angeben:

xs(1,2) = xo0 = ;5 2(1)8(2) - B(1)a(2)],

wobei

x1,1(1,2) = a1)a(2)
xr(1,2) = x10(1,2) = 5 [a(1)8(2) + B(1)e(2)]
x1,-1(1,2) = 5(1)53(2) (5.89)

Wir wollen vs (1,2) noch in direkte und Spin—Spin—Wechselwirkung aufspalten. Hierzu
T

ersetzt man formal:

1
vs(1,2) 8 Ct A= 0~ J[14+4S1- S2] A=v(1,2) (5.90)
T
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4

1
N [1+4< i)}ys_osz_m 1S = 0,5 = 0),

112

Uberpriifung:
1
2
1
2
1
2

Somit:

v(1,

Daraus folgt:

Singulett

4

[1+4( S? — 3)}]5—1%10 1)=1|S=0,5"=1,0,-1),

Triplett

1
2) :0—7[1—1—481,82]14 7(40—214) 2S1 - S, A
2 4 ———————
—_—

- vr—vg
1 (vs+3vr)

v(1,2) = wup(1,2)+vgE(l,2)S:-S,
vp(L,2) = i [vs(1,2) + 3vr(1,2)] »
vp(1,2) = wvr(1,2) —vs(1,2) (5.91)

Wegen vp(1,2) — vg(1,2) > 0 fiir alle Abstéinde ist die Wechselwirkung zwischen 2
Wasserstoffatomen immer antiferromagnetischer Natur.

Ferromagnetische Wechselwirkung gibt es im Prinzip erst, wenn jedes Atom mehr als
ein Valenzelektron mitbringt.

Anschaulich entspricht vp der iiber alle Spinzustinde des Hs—Systems gemittelten
Wechselwirkung mit Pg und Pr als Projektionsoperator:

v(1,2) =vg Ps +vr Pr

(ITl>*|lT>)(<Tl|*<lT|)
T T+ 1D T+ 5 (\Tl>—|lT>)(<TH—<lT|)

N =
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damit erhélt man:
(O 1+ LT+ SO =T 1] (wsPs +orPr) (111 +1 1)
(IO +1+Z10) (I +11) + Z11)
(T 1+ LT+ LU= (LT 1) (wsPs + vrPr) 25| 1)
(T + 110+ Z0) (111 + 1)+ Z111))

1
= E(US + 3'UT)

(v(1,2)) =

Heisenberg—Modell:
Verallgemeinert man die obigen Uberlegungen fiir eine periodische Anordnung von N
Spinoperatoren, so gelangt man zum Heisenberg—Modell:

H=— Z JijSi-Sj—guB ZHS% (5.92)
0,517 i

Die Spinoperatoren geniigen den Vertauschungsrelationen:

[Si,S;] = 0 fiir i#j

[SF,8Y] = 4S? (zyklisch)

z QE _ +

[55.57] = +5; (5.93)

SF = Sr+isy

Den Operator S? ersetzt man in der Regel durch seinen Eigenwert S? = S(S + 1). Es
ist ferner sinnvoll 7 = 1 zu benutzen.
Den Eigenzustand von S* bezeichnen wir mit |m ):

S#m) = mm) , m=-S-s+1,...,5-1,8
SEm) = \/S(S+1) -m2FmlmL1)
StTim=S8) = 0 , S im=-9)=0

Bezeichnet |m ); den Zustand des i-ten Spins, dann ist der Grundzustand fiir ein System
in dem alle Spins in die positive z—Richtung zeigen:

0) = H |15)i (5.94)
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HIO) = =D Jiy (SPSF+SYSY +5787) — gunH. Y 57| 10)
| i) i
= _Zjijsz —g,U,BHZS |0> (595)
i#j

(5.95) zeigt, dafl |0) in der Tat ein Eigenvektor von H ist. Der tiefste Eigenwert liegt
dann vor, wenn alle J;; > 0 sind (ferromagnetische Wechselwirkung). Die angeregten
Zustdnde mit einem und mehr umgeklappten Spins und die zugehorige Energie lassen
sich dann nicht mehr exakt berechnen. Die elementaren Anregungen, die quantisierten
Spinwellen entsprechen, heilen Magnonen.

Wir werden spéter bei der Behandlung der Molekularfeldtheorie auf (5.92) zuriickkom-
men.

*

Von besonderem Interesse ist noch das Vorzeichen der Wechselwirkung J;; in (5.92).
Aus (5.91) geht hervor, daf fiir den hypothetischen Festkorper metallischer Wasserstoff
die Wechselwirkung zwischen den Spins immer antiferromagnetischer Natur wére. Dies
entspricht J;; < 0 in (5.92). Das Vorzeichen von J;; ist durch ein Austauschintegral
vom Typ A in (5.82) gegeben:

Ti= [ @i i (005(2) Vi i) (5.96)

Wellenfunktionen mit s—Charkter:
Im Bereich des Uberlapps @5 (1)@;(2) > 0 favorisieren die abstoSenden Terme wie £

TZ]
den Ferromagnetismus, anziehende Terme wie —-= favorisieren den Antiferromagnetis-
ij

mus. Die anziehenden Terme tragen wenig bei, wenn der Uberlapp weit von den Kernen
entfernt ist:

Ji; > 0: Fiir grofle r;; und kleine orbitale Radien und fiir kleine Werte der Wel-
lenfunktionen in Kernnihe (I > 0, da ¢(r) ~ r! fiir r — 0). Tatsichlich
ist meist J;; > 0 fiir ndchste Nachbarn in 3d-Ubergangsmetallverbindungen
und in Seltenen Erdverbindungen.

Man hat schon friih versucht zumindest qualitativ die verschiedenen Arten von Magne-
tismus zu erkldren (Bethe). Semiquantitative Ergebnisse fiir Ubergangsmetalle:
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Diese Kurven erkléren einen anderen Effekt qualitativ. Beim Fe liegt das Maximum von
J(r) rechts vom Gleichgewichtsabstand Ry. Fiir parallele Spins fiihrt der Austausch-
term daher zu einer zusétzlichen abstolenden Kraft zwischen zwei Atomen. Mit zuneh-
mender Temperatur wird diese Kraft wegen abnehmender Magnetisierung kleiner. Diese
abnehmende Kraft wirkt daher der normalen Ausdehnung bei Temperaturzunahme ent-
gegen. In (Fe,Ni)-Legierungen konnen sich beide Effekte in einem gréferen Temperatu-
rintervall gegenseitig kompensieren (Invar—Effekt: Thermischer Ausdehnungskoeffizient

az%(%)p%()).

5.6 Normaler Zeeman—Effekt

Wir betrachten nun ein Elektron in einem Zentralfeld V' (r) in Gegenwart eines homo-
genen Magnetfeldes B = rotA mit A = %B X r. Hamiltonoperator:

~ 1 e 2
H = —(p—-A 1%
2m ( c ) +V(r)
P 2 €
= — 4V A ——— (Ap + PA
2m+ <T)+2mc2 2mc( p+pA)
—_— ——
=H, O(B?)
Daraus folgt fiir nicht zu starke Magnetfelder:
PPN e
H=Hy— — (Ap+DpA 5.97
0~ 5 (Ap +PpA) (5.97)

WegenAf):%(er)f):%B(rxf)):%B‘f’:f)Afolgt:

0 = ﬁo—; L-B=Hy—ji B
_ o e (5.98)
g = L

2me

(5.99)

Legt man die z—Achse in B—Richtung, so hat Hy — ﬁiz dieselben Eigenfunktionen

| nlm) wie Ho, nur die Eigenwerte haben sich gesindert Hy|nlm ) = E,y|nlm ). Daraus
folgt:
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Epim = Ey —mpgB , pup=-—>0

(5.100)

up heiit Bohrsches Magneton und ist eine natiirliche Mafleinheit fiir magnetische Mo-
mente. Die (2/+1)—fache Entartung beziiglich m wird durch das Magnetfeld vollsténdig
aufgehoben. Anhand optischer Ubergéinge im Atom beobachtet man diese Aufspaltung

Aufhebung der Entartung durch ein Magnetfeld:

nl

il

1
Wnlmn/l'm’ = ﬁ (Enlm - En’l’m’)
1 1
m (Bni — Epy) + ﬁuBB(m —m)
—_——

=W/t =wr,

wr, heiit Lamorfrequenz.

Auswahlregeln:
Es sind nur Ubergénge erlaubt, fiir die gilt:

Al=+1 , Am=0,%1

Die wirklich beobachtete Linienstruktur ist allerdings wegen des Spins der Elektronen
viel komplizierter (Anomaler Zeeman-Effekt).

Es wurde oben ein bestimmtes Vektorpotential zu B ausgewéhlt. Es erhebt sich die
Frage, ob die Ergebnisse unabhingig von dieser speziellen Eichung sind. Ja, denn die
Schrodingergleichung behélt ihre Form bei Umeichung. Die FEichtransformation ent-
spricht einer unitiren Transformation im Hilbertraum. Eichinvarianzen sind die wich-
tigsten Symmetrien in der Natur; dies sprengt allerdings den Rahmen der gegenwértigen
Vorlesung.



Kapitel 6

Streutheorie

6.1 Streuquerschnitt und Partialwellen

Die Streuung von Teilchen an einem Target sei durch ein Potential V' (r) gekennzeichnet.
Auch hier werden wir uns auf ein rotationssymmetrisches Potential beschrinken und
die ungebundenen Zusténde (Streuzustinde) néher betrachten.

Voraussetzung an V/(r): Das Potential soll fiir r — oo stiirker als I abfallen (dies
wird auch von einem abgeschirmten Coulombpotential erfiillt).

Stationdre Streuzustinde 1y (r) sind Losungen der Schrodingergleichung
272

h? 4 N
[—A - V(r)} Yi(r) = Ev(r) mit ———>0 (6.1)

2m

Y (r) zeigt asymptotisches Verhalten:

dn(r) "= exp(ikr) + () SPUET)

(6.2)

(6.2) entspricht einer auslaufenden Kugelwelle mit richtungsabhéngiger Amplitude. Die
analysierte Struktur von (6.2) wurde bereits in (5.52) notiert.

Aufgabe ist es nun, f(£2) bei vorgegebenem k und k? (Energie) zu finden.

117
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Bei einem Streuprozef passiert folgendes. Der einfallende Strahl von Teilchen besitzt
fiir eine ebene Welle die Stromdichte:

h hk
.e = 5 . e — Ye )= — 6.3
Jo = 5= WEVYe = YoV = = (63
Der auslaufende Strahl von gestreuten Teilchen besitzt die Stromdichte:
- hlK[[f()P
= —— 4
m  r? (6.4)
— D
T
—_— — ¢ 5> —»
S g
a
EbeneWelle  Kugelwellen
Die Zahl der pro Raumwinkeleinheit auslaufenden Teilchen ist dann
dN
AN = jodS = j,r*dQ) = —— = jr? (6.5)
ds)
Als differentiellen Wirkungsquerschnitt definiert man:
do 1dN  jor? 5
= = =@

Strenggenommmen wurde bei der Bildung von j, die Interferenz zwischen exp(ikr)
und f (Q)M vernachlissigt. Zur Rechtfertigung des obigen Vorgehens sollte man
aus den stationdren Streuzustdnden Wellenpakete bilden (eine sehr schéne Diskussion
ist in Quantum Mechanics von G. Baym zu finden).

f(82) heiit Streuamplitude und und hat, wie man (6.2) entnehmen kann, die Dimension
einer Lénge. Fiir ein Zentralpotential ist das Problem rotationsinvariant um die k-
Achse. Daraus folgt, da3 f(€2) unabhéngig von ¢ ist:

. exp(ikr
Ua(r) = tn(r, 0) = exp(ikr) + £(6) PURT) (6.7)
An Stelle der Gleichung (6.1) tritt die radiale Schrédingergleichug:
h? d? A2+ 1
— 4+ V(r)+ R+ 1) Ri=ER, mit R =rf (6.8)

" 2mdr? 2mr?
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Mit B = 28y = %U wird aus (6.8):

2m

d? I(1+1
dT2+k2—U<T)—( )

2 Ri(r) =0
(6.9)

Die asymptotische Losung haben wir bereits kurz diskutiert. Wir schreiben sie als

r—oo . !
R, — aysin(kr — % + ) (6.10)

0; entspricht der Phasenverschiebung gegeniiber U = 0: §; = 0.
Die bereits abgezogene feste Phasenverschiebung %l folgt aus der freien Bewegung eines
Teilchens bei festem Drehimpuls. Mit V' = 0 folgt:

" 2mrdr? om r2  2m

29 1
- [ -2 ]

2 2d I(1+1) ,

h? dZ(T) [th(lJrl) RQkQ]f:O

(6.11) #hnelt der Besselschen Differentialgleichung:
d? 1d p?
Lt =B @) =0
[dwz trdn ( x? (z)

Tatséchlich entspricht (6.11) der DGL der sphdrischen Bessel- und Neumannfunktionen
mit den 2 linear unabhégigen Lésungen

1 - 7l
| _ psinlp—%) . p— oo
ap) = 51 l(p)—>{ o
s
mlp) = 5, Ny (o)
o (6.12)
— () T i
(D™ 5L (0) —@ =Dt p—0
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j1 bezeichnet die Spdhrische Besselfunktion und n; die Sphdrische Neumannfunktion.
Wegen f(p) ~ p! kommt nur j; in Frage und die allgemeine Losung fiir V = 0 lautet:

¢E,lm (7“, 0) (P) = aE,lmJl(k'r)Y}m(a? 90) (613)

Da andererseits g (r) = exp(ikr) ein freies Teilchen beschreibt, ist exp(ikr) entwickel-
bar:

exp(ikr) Z Z A Yim (0, ) - gi(kr) (6.14)
=0 m=-1

Legen wir die z—Achse in k-Richtung kr = kr cos(f) so fiihrt dies auf:

o
exp(ikr cos(f Zzl 2l + 1)Py(cos 0)g;(kr)
=0 (6.15)

Wir kehren zum Streuproblem fiir V' # 0 zuriick. (6.10) folgt also direkt aus der
1. Relation in (6.12). Wegen der Rotationsinvarianz ist 1 unabhingig von ¢,d. h.,
Yim — Yo ~ Pi(cosf), so daf wir fiir die vollstindige Losung des Streuproblems (6.8-
9) schreiben koénnen !

[e.9]

=00 l
6) — sin(kr — — + ;) - Pi(cos 6 6.16
2 (cos g . sin(kr 5 +8;) - Py(cosb) (6.16)

(6.16) heiit Partialwellenzerlegung.
Mit (6.15) und P;(1) = 1 folgt fiir (6.2):

Wl 0) " expliks) + 7(0) TP
= i [zl (20 + 1), (kr) +le] Py(cos0) (6.17)
1=0
= i 1(cos ) [( 22;{:1) exp(ikr) — (— 1)1212;;1 exp(—ikr)

=0

'Die Streulosung (6.7) ist kein Eigenzustand zu E2, wohl ist die ebene Welle Eigenfunktion zu E;,
da sie bei Rotation um k in sich iibergeht. exp(ikr) = exp(ikr cos @) ist unabhingig von ¢ und daher
Eigenfunktion von L, = %% zum Eigenwert L, = hm = 0. Deswegen kann der Streuzustand nach

f1Yim=0 entwickelt werden.
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wobei wir auch die Streuamplitude f(6) nach Kugelflichenfunktionen entwickelt haben:
£(6) =3 fy Pu(cos ) (6.18)
=0

und fiir die j; die asymptotische Form benutzt haben:
1 ml
(K in | kr — —
j(kr) = ( T )

= (exp(ik:r)—(—l)lexp(—ikr)),(:ti)l:exp(:l:i%l) (6.19)

I

|
2
=

Andererseits folgt aus (6.16):

Ui (r,0) = i

=0

(7l - ml
Py(cos ) e i(5 %) _ ei(5—0) '
, [al 9 exp(ikr) — Uy exp(—ikr) (6.20)

so daB ein Vergleich von (6.17) und (6.20) liefert:

i(5-a) 21
e +1 20+1
RO I M i)~
gy = U S = el 5
Daraus folgt:
a = e l; =i l; et (6.21)
2L+ 17 g 20+ T g
fi = i {e - 1} =7 ¢ sin d; (6.22)
Setzen wir (6.21) in (6.20) ein, so folgt:
00 21 +1 o e—ikr 2is eikr
Y (r,0) = ZB(COSQ) 5 |70 & +e lﬁ
1=0 (6.23)

so sehen wir, daf3 die auslaufende [-Kugelwelle gegeniiber der einlaufenden eine Pha-
senverschiebung von ed; aufweist.

Einsetzen von (6.21) in (6.18) liefert:
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1 o0
=1 Z 21 4 1) e sin &) - Py(cos 6)
=0 (6.24)

f(Q) ist damit durch die Phasenverschiebung der Partialwellen ausgedriickt und fiir
den Streuquerschnitt folgt

do
o :|ﬂmF

= = Z (20 4 1)(2" 4+ 1)@ =%) sin §; sin 6y Py(cos 0) Py(cosf)  (6.25)

x4

Totaler Wirkungsquerschnitt:

Ototal — / dU / dQ|f = 77; Z 2l + 1 sm 0 (626)
=0

Dies folgt aus [ dQQ PPy = 4 l/2l4—j_r1. o= %(2l+1) sin? §; ist der Beitrag der Partialwelle
mit Drehimpuls [ zum totalen Streuquerschnitt

Ototal — Z gl
l

Offensichtlich kann jede Partialwelle maximal 07" = %(2[ + 1) fiir 6y = § + nw
beitragen. Man spricht dann von Resonanz im |- K anal.
Eine wichtige Identitét folgt aus (6.24) und (6.26). Wegen Im(f(0 =0)) = >, Im(f;) =

S E(2l+1)sin? 6 = Y, Loy folgt:

Crotat = X Im(f(0))
(6.27)

(6.27) heiBt optisches Theorem. Es ist eigentlich eine Konsequenz der Kontinuitétsglei-
chung. Der gesamte Teilchenflul durch eine grole Kugeloberfliche um das Streuzentrum
muf} verschwinden.
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6.2 Streuphasen und Bornsche Niherung

Die Phasenverschiebungen oder Streuphasen §; bestimmen vollstéindig den differentiel-
len und den totalen Streuquerschnitt (6.27). Man kann sie im groflen Abstand vom
Streuzentrum beobachten. Sie entstehen allerdings in unmittelbarer Umgebung des
Streuzentrums. Wir wollen daher eine Form fiir §; herleiten, in die alle Informationen
aus dem Bereich 0 < r < oo eingeht:

d? s ~ LIl+1)| =
~ . l ~
Ry(r — o0) ~ sin(kr — 5 + ) (6.29)

Wir multiplizieren (6.28) mit R;, (6.9) mit R; und bilden die Differenz:

P ey D)

dr? r2

d? 1(1+1)

= = | & o = _
R, Rl[dT2+k U R =0

R

r2

- - d SO SO
= RIREI — RZR? = %(RZRE — RIRE) = —(U — U)RlRR
Wegen R;(0) = R;(0) = 0 ergibt die Integration:
T d ! D /!
/ d?" %(RZRZ — RlRl)
0
= Ry(c0)R}(c0) — Ry(c0)Rj(c0) = — / dr (U — U)rR

l I~ I~ l
~ k [Sin(kr - % + 0;) cos(kr — % + 9;) — sin(kr — % + 0;) cos(kr — % + )

= ksin(8 — &)

- 1 [0 .
sin(6 — 5) = — /O dr (U — )R, R, (6.30)
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Niitzliche Folgerungen:

(a)

U=0=6,, R = kr 7;(kr). Daraus folgt:

2m 7
sind; = —— [ drrV(r)j(kr)R(r)
n? 0/ (6.31)

Dies entspricht einer Integralformel fiir die Streuphase, in die alle Information
aus [0, 00| eingeht. Fiir eine quantitative Berechnung von §; muf} natiirlich die
Differentialgleichung fiir R; geldst werden.

Fiir sehr kleine Unterschiede AV =V — V ist auch o — gl = A¢; sehr klein und
wir erhalten mit R; ~ R; aus (6.30):

2 o
AS) = _hTﬂZ: / dr AVR? (6.32)
0

(6.32) erlaubt eine eindeutige Festlegung von d;, indem wir uns das Potential von
0 bis V in kleinen Schritten aufgebaut denken.

Man entnimmt (6.32) auch, dafl positive Potentialzuwdichse negative Streupha-
sendnderungen bewirken und umgekehrt. Ein positives Potential hat abstolenden
Charakter. §; < 0 bewirkt, dafl die Radialwellenfunktion nach auflen verlagert
wird (fiir V' < 0 entsprechend umgekehrt):

V>0 1 R(r)
5,<0

- ~
-
~
- - ~
= ~
~

Ji(kr)

Aus (6.31) folgt die Bornsche Niherung fiir die Streuphase im Falle eines schwa-

chen Potentials. Schwaches Potential heifit: |V| < E — AL G SV U| <«

2mr?
k% — l(lr%l) in (6.9). Dann ist auch & klein und R; wird nur wenig von RY = kr j;(kr)

abweichen.
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Bornsche Niherung:

5 (6.33)

(d) Potentiale mit endlicher Reichweite: Hier bietet sich eine andere Abschditzung an.
Endliche Reichweite heifit V(r) ~ 0 fiir » > rg. j;(kr) hat erstes und grofites

Maximum bei kr ~ /I(l + 1):
jikn) ¢

w1 /\(
RN

Das Integral in (6.31) erstreckt sich nur noch bis rg:

o
2
sind; = —h—?/drTV(r)jl(kr)Rl(r)
0

Fiir kro < /I(l + 1) liegt das Maximum von j; weit auflerhalb der Reichweite des
Potentials. Daraus folgt, dal das Integral sehr klein und damit sind; fiir kro < {
vernachléssigbar wird. Anschaulich bedeutet das (klassisch):

: A
NI

Ein Teilchen mit Drehimpuls L = |r X p| = b - p wird nicht gestreut fiir b > ry.
Mit L = h\/I(l + 1) und p = hk fiithrt diese Ungleichung auf b = h %(]iﬂ) R~ % =
L> Toﬁé > 19 = krg < l. Beispiel: Kernkrifte: rg ~ 10~ Bem. Damit erfolgt

nur s—Wellenstreuung fiir kr < 1. Fiir Protonen bedeutet das:
2

E < ~ 108V = 100 MeV

2
2mrg
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(e) Niederenergiestreuung: Was passiert im Limes kleiner Energien £ — 07 D. h.

wir betrachten den Fall krg < 1. In diesem Fall verhilt sich R; ~ (kr)"*! und

jo(k:rHO):%al. Damit wird:
0, 140
m={ 1% 60

mit

00 70
_ 2m . Ro(r) 2m 9
a= hQO/drrV(r)%li% P hQO/drr V(r)

(6.35)

a =Streulinge ( je nach Vorzeichen des Potentials positiv oder negativ). Aus
(6.24) folgt fiir die Streuamplitude f(6) = § 32720 (20 + 1) exp(i&;) sin & - Py(cos 6):

lim f(6) = —a (6.36)

Mit (6.26) ergibt sich in diesem Fall fiir den totalen Streuuerschnitt:

lim oor1 = 4ma® (6.37)

Das entspricht klassisch der Streuung an einer Kugel mit dem Radius 2|a].

6.3 Beispiele fiir die Streuung an Potentialen endlicher

Reichweite

Wir betrachten jetzt Potentiale fiir die V(r) = 0 fiir r > ro. Hierfiir sind die stationiren
Kugelwellen in

YEIm(r) = fE1(r) - Yin (0, ¢) (6.38)

durch die Linearkombinationen der Funktionen in (6.12) gegeben:

f%.(r) = Ajgi(kr) + Bny(kr) (6.39)
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Wegen des asymptotischen Verhaltens fiir 7 — oo in (6.10) und (6.12):

frulr) ~ sl 1),
ilkr) ~ sin(hr T,
ny(kr) ~ —% cos(kr — %l),
folgt fiir die Koeffizienten A und B:
A=cosd , B=—sing (6.40)

Durch stetig differenzierbares Anpassen von (6.39) an die Losung im Bereich [0, 7]
mit V # 0 erhilt man einmal die Norm von fg;, zum anderen die Streuphase selbst.
An der Norm ist man bei Streuproblemen oft nicht interessiert. Wir bilden daher den
Quotienten der Bewegungsgleichungen:

fz1(ro) _[d _[d _ .
fg(ro) = [dr In fEl(T)] W [dr In(j;(kr) cos &y — ny(kr) sin ;) . (6.41)

Hieraus folgt:

. df dj
tan d; = Svdr = S dr _f%
! df _ pdmy
e fdr r=ro (642)

(a) S—Wellenstreuung an einem Potentialtopf:

V(r) . k2 . .

Vo sei Vo = 5.0 Fiir kleine Energien (krg < 1)
Or----17 —> dominiert die S—Wellenstreuung. Die Radialglei-
chung hat fiir r < rg dieselbe Form wie im freien

Fall, es ist lediglich k? durch k2?4 k2 zu ersetzen.

Daraus folgt die Losung fiir [ = 0:

(6.43)

Feo(r) == sin(kr +d9) : r >

1{ Asingr : r<ro,¢* =k*+k3
T

Stetigkeitsbedingungen: Asingrg = sin(krg + dg) , Agcosqro = kcos(krg +
do) = tan(krg + do) = gtan gro. Daraus folgt:
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k
0o = —krg + arctan ( tan qro)
q

(6.44)
Tiefer Potentialtopf:
q =~ ko oder k—ko < 1. Wir unterscheiden zwei Fille:
1. qro =~ koro & m <n+ %) ,n=0,1,2,... Dann folgt:
k tan grg
o =~ —krg + —tanqrg = —krg |1 — (6.45)
q qro
Fiir ot folgt aus (6.26):
4 . tan grg 2
OTotal = 73 sin? 6y ~ 47r7“(2) {1 — qr(é } (6.46)

Fiir bestimmte Energien, tan qrg = grg, ist o7oqi = 0. Diese Erscheinung
wird in der Kernphysik beobachtet und heiit Ramsauer—Effekt. Fiir be-
stimmte Energien wird das Atom durchsichtig.

2
2. qro = qro =T (n + %) (Index r steht fiir resonant). E, = zﬁ heifit Reso-
nanzenergie. Wir entwickeln cot(kro 4 do) = £ cot gro um g,:
q q q
Zcotqrg = ~—cotlgrro — (¢- — q)ro] = — (g — q)7o
k k k,
2q, L) 2
frd —_ ro ~ —_
o%, (¢ — @)ro o, (47 —a)
_ M0 g2 g2 g2 oy EBr—F
mit T = %ikor. Wenn wir in (6.44) noch k,.ro < 1 vernachlissigen, so folgt:

tan dg =

2m o (6.47)

5T Wk
E,—E’ 2

Wegen (6.24) interessiert noch:

e sindy = (cosdy+isin dp) sin do
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( 1 w a ) a
= i
V1+a? Vi+a2) V1+a?

= 14?7@2[14_2.&]5 l—aia mit a = tandy
L L
_ 2 —_ 2
E, —E—i% E—E, +i%

Fiir die Strenamplitude folgt somit:

1.
fo= %6260 sindg = —

(6.48)

und fir oroiar:

4 47

2
OTotal = 75 SH1 do = —5
kr

K (E—-E)+ (5)2

(6.49)

In der Nahe der Streuresonanz E = E, wachsen &g und opyq plotzlich an:

1
Er E

A 0[0{&

Fiir [ # 0 findet man ebenfalls Resonanzen vom Typ (6.47). Tatsichlich

geniigt J; einer entsprechenden Relation.
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(b) Streuung an einer harten Kugel

4 V()
oo, r<rg
V(T)_{ 0, r>nrg
Die Anpassungsbedingung Fiir (6.39) ist jetzt
0 . g f2,(ro) = 0, so daf fiir §; aus (6.39-40) folgt:
0

JEi(ro) = cosdyji(kro) — sindyny(krg) =0

Daraus folgt:

k
tan d; = 1(kro)
1(kro) (6.50)
Weiterhin:
47 ) 47 g2 (kro)
= —(20+1)sin®6 = —(20+1 L 6.51
(o)) ]CQ( + )Sln l kQ( + )nlg(k,ro) +]l2(l€7”0) ( )

Kleine Energien: krg < 1. Nur [ = 0 trigt bei. Mit jo(z) = Lsinz, n,(z) =

z
—% cos x folgt dann

sin krg ) 2

oo = 4nrd ( ko

Daraus folgt:

lim o7ota = 471'1"8
k—0

(6.52)

Ein Vergleich mit (6.37) bestétigt, dafl die Streulénge fiir die harte Kugel gerade
a = rq ist. Aulerdem ist o viermal gréfler (fiir kleine Energien) als der klassische
Wert oy, = 7r7“8. Hier macht sich die Welleneigenschaft des Streuteilchens drastisch
bemerkbar (Interferenz von einlaufender ebener Welle und auslaufender Welle).

Grofle Energien: krg > 1. Wegen 0; < %(21 +1) tragen kleine [ nicht wesentlich
ZU Ot bei. Eine Auswertung von (6.25) fithrt auf [ > 0:

d 2 0
d—a ~ %0 1 + tan? 3 J?(krosin 6) (6.53)
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mit der Besselfunktion:

Nil@) = { \/zsin(x —

Offensichtlich ist die Streuung im Unterschied zu der Streuung bei kleinen Ener-
gien stark anisotrop:

, x—0

N
S s

, & — 00

A i
1+(kro® IN_18

Fiir opota; ergibt sich:
k—0
OTotal — 277T3 (654)

Also auch fiir hohe Energien wird nicht der klassische Wert reproduziert. Ursache
ist die Schattenstreuung. Anschaulich kann die Welle in den Schatten der harten
Kugel eindringen, was klassische Streuteilchen nicht kénnen.

6.4 Allgemeine Streutheorie

Wir suchen eine Losung des Streuproblems fiir ein beliebiges Streupotential V (r):

h? ) h?k?
o (A+R) ) = V@) i) . E=7 >0 (6.55)
Fiir V =0 muB} die Losung iibergehen in
6ik~r h?
r = oy (r) = ., — (A4 E? r)=0 6.56
(o) = k() = s o (A4 #) eu(r) (6.56)

Fiir V # 0 und r — oo soll die Losung die asymptotische Form (6.2) haben:

ezlm“

Yi(r) — X7 4+ £(Q)

r
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Wir stellen jetzt eine iterationsfihige Integralgleichung fiir den Streuzustand auf. Of-
fensichtlich muf8 man hierbei den Operator (A + k?) invertieren. Dies gelingt mittels
der Greenfunktion Gy(r,r’):

2
;Lm (AT/ T k2> Gy(r,r') = 6(r — 1) (6.57)

Durch Multiplikation von

2
T (84 82) ) — ance)] = V) el (6.58)

mit Gy (r,r’) und Integration erhélt man:

dlr) = oulr) + [ @ Gl ) VX pn()

(6.59)

Gk (r, 1) beschreibt die Ausbreitung von Wellen, die von dem Quellpunkt r’ ausgehen.
Wegen Translationsinvarianz gilt:

Gx(r,r') = Gg(r — 1)

Berechnung von G mittels Fouriertransformation:

1 ) /
Culr —v) = [ #aGi@ent=) (6.60)
1 : ,
S(r—r1') = Ok / d3q et (6.61)

Einsetzen von (6.60-61) in (6.57) liefert:

2/5:1 (—q2 + kz) Gi(q) =1
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Daraus folgt:
2m 1
G = ==
(@) R0t — @2 ti
+ik|r—r'|
m e
6.62
2rh? |r -1/ (6.62)

Gi(r—1) =

Gf(r—r’ ) entspricht auslaufenden bzw. einlaufenden Kugelwellen. Aus (6.59) wird

Ty m g M
Yic (1) = @iclr) = o / d-r r—r| Vi) (6.63)

damit

eine Integralgleichung fiir den Streuzustand wl'(" .

Asymptotisches Verhalten:
Wegen des Potentials sei ' um r’ = 0 lokalisiert. Fiir r > r folgt:
r/

, orr’ 2 r-
‘I‘—I“:T 1—724‘72%7"—
r r r

Setzen man k' = kT so folgt:
eik|l‘—r/| o ezk‘?“ e_ikk/r/
r—r’ T
Also: ‘
Tl S R it (6.6
§ (2m)? o '
472 —ik/-r’
m=m / dST/ ejng(r/)w;—(r/)
(2m)?
(6.65)

f(kvk/) = = 72

41m
= I Vi




134 KAPITEL 6. STREUTHEORIE

Iterative Losung:
Formal kann man schreiben:

PP =0+ GVYT =+ GV + GVGVp+ ...+ (GV)"pT
Fiir solche Energien, fiir die formal GV <« 1 gilt, ist die Bornsche Ndiherung sinnvoll:
Vi = vk + GVx

d. h.,
47%m
T ) = ——5= (owlVivw)
Vs
- _2722/d3r’V(r')6_iq‘r/ , q=k -k (6.66)
T

Die Streuamplitude in Bornscher Nédherung ist also die Fouriertransformierte des Streu-
potentials:

m
flkX) = 972 V(q)
(6.67)
Zusammenhang mit dem Streuwinkel:
¢ = |k — K> =k + k? — 2kk cos 6 = 4k? sin® g (6.68)
Streuquerschnitt in Bornscher Naherug:
do m?
- P = W\V(Q)\Q
d (6.69)
Lippmann—Schwinger—Gleichung;:
ﬁ:ﬁO‘l'V ) ﬁ0|§0a>:Ea|90a>
Die Integralgleichung fiir |¢)) heifit Lippmann—Schwinger—Gleichung:
1 N
Vo) = Ipa) + ————=VIva) (6.70)

E,+1i0%t — Hy
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Niaherungsverfahren

7.1 Entwicklung nach kleinen Stérungen (keine Entar-
tung)

Fast alle realistischen Probleme der Quantenmechanik sind nicht exakt 16sbar. Daher
versucht man H sinnvoll zu zerlegen:

ﬁ:ﬁo—i-ﬁl (71)

ﬁo sei vollkommen diagonalisierbar,d. h., die exakten Eigenzustinde und Eigenwerte
seien bekannt. H; soll in einem bestimmten Sinn klein gegen Hy sein.
Storungstheorie betreiben heifit, die gendherten Eigenfunktionen und Eigenwerte
von (7.1) mit Hilfe der exakten Eigenfunktionen und exakten Eigenwerte von Hy zu
bestimmen. Spektrum von ﬁo:

(Fo—E) 1B =0 (7.2)

Hierbei bezeichnet n den diskreten, einfach entarteten Energieeigenwert. Die hochge-
stellte Null zeigt an, daf} es sich um ein ungestortes Problem handelt. Gesucht ist das
Spektrum von H:

(H = En)|Ea) =0 (7.3)

Energieverschiebung:

0 = (BES|H — En|E,) = (ES|Ho + Hy — En|Ey)
= <E2|E2 - En‘En> + <E2’H1|En>

135
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n — n -

"= R (74

Zur Berechnung von (7.4) mufl man |E,) zumindest ndherungsweise kennen. Zur Be-
rechnung von |E,) benutzen wir Projektionsoperatoren. P, = |E%)(E?| projiziert jeden
Zustand auf [E%) und Q, = 1 — P, = > ontn |EQ)(EY,| projiziert auf alle Zustéinde
auBer |EY). Es gilt:

HoP, = EP,=P,Hy , QulE) =0
H-E, = Hy-E°—AE, + H,

Daraus folgt,wegen P, (];AIO — Eg) |E,) = 0:
(Ho — EY) |En) = (AE, — Hy) |Bn) = Qu (AE, — Hy) |Ey) (7.5)

Aus (7.5) folgt durch Inversion des Operators (ﬁo — Eg) die formale Losung:

B) = |E%) + =2 (A, — 1)) |E,)
Ho — En (7.6)
(7.6) ist wohldefiniert, weil wegen
Qn 3 | Ep ) (|

und EY, # EY (keine Entartung) der Nenner nicht verschwinden kann. In (7.6) tritt
|EYY additiv hinzu, weil fir H; — 0, AE, — 0 auch |E,) — |E?) gehen muB. Aus
(7.6) folgt:

(EplEn) =1 (7.8)

und damit auch

AE, = E, — E® = (EV|H,|E,,)

(7.9)
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Setzen wir (7.6) in (7.9) ein, so folgt:

Iy Qn
AE, = (Ej|H, [1E0> e B - (AE, - i) |E, >]
Iy Qn
AE, = (EJ|H\|ES) + (E)|Hy =—"— (AE, — Hy) |Ey)
Ho — B} 7 ( ) (7.10)

Fiir Hy hinreichend klein, ist der zweite Term offensichtlich von hoherer Ordnung.
(7.649) bietet die Moglichkeit der Iteration.

1. Ordnung in Hi:

AEY = (E|H|E))
y Qn =m0
B, = ll . E0H1] |En) (7.11)

Wenn wir die zweite Relation ausschreiben:

E !H1|E0>

B! = B9 — 3 1B et

n'#n

so sehen wir explizit, daB durch den Stéroperator H; dem Zustand |E9) die anderen
Zustinde E?) beigemischt werden.

2. Ordnung in Hi:
Diese Ordnung wird besonders wichtig, wenn AEr(ll) = 0 ist. Zweite Relation in (7.11)
eingesetzt in (7.9) liefert:

Qn

O_n

AE? = AEW <E0\H1 Hl\E0>
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oder

= |E°|H1|E°>|

EO
wn (7.12)

AE®) =

Speziell fir F,, = F; = Grundzustandsenergie (E,, > E; mit n’ = 2,3,...) ist der
Beitrag 2. Ordnung stets negativ, unabhéingig von dem Vorzeichen der Stoérung:

H EO 2
e ar) - 5 LEWRIEDE
/751

Beispiel:

Atom mit 2 Elektronen, z. B. He:
= ~2 ~2 2 2 2 2 2
g P, P 2 2 e

LA R = |r1 — 1. 7.13
2m+2m - 7“2 +r12 , T2 =|r1 —TI2 ( )

(7.13) ist nicht exakt lsbar. Hy entspricht dem Wasserstoffproblem fiir 2 nicht wech-
selwirkende Elektronen. Hierbei sollen beide Elektronen im |1s)—Zustand sein. Also:
|EY) = [1515)

_r-ra
(& a

Y7(r1,r2) = (rir2|ls Ls) = 100(r1)pi00(r2) = 3

mit a = %0 wegen des Potentials —% in ﬁo an Stelle von —% beim einfachen Wasser-
stoffatom.

EY = —2.4-13.6eV = —108.8¢eV
AEy) = <E°rﬁmE1°>
(r1=r2) 2
- 2.6 / d’ridrye” R
T“a ry —rp
5 e?
= - =34eV
8 a ¢
EY = EV 4 AEM = 1088434 = —74.8eV

Verglichen mit dem experimentellen Wert von —78.6eV ist dies bereits eine sehr gute
Né&herung.
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7.2 Fastentartung von zwei Energieniveaus

Wir nehmen an, daf fiir 2 fast entartete Niveaus

(E9|Hy|EY)

1
B - *

gilt. Dann ist offensichtlich der Ausdruck in (7.11) fiir | E,,)(") nicht brauchbar, weil der
korrekte Eigenzustand fiir |E;) und |Fs) ungefihr gleiche Anteile von |E?) und |EY)
enthélt. In nullter Ordnung wiirde man eine Linearkombination benutzen:

|E) = a|EY) + b|EY) (7.14)

Eingesetzt in die Schrodingergleichung

(Ho+ B~ E)|B) =0 (7.15)
ergibt dies mit
Vij = (E)|H\|EY) (7.16)

nach Multiplikation von (EY| bzw. (E9| die Gleichungen:

(B +Vii—E) a+Visb = 0
Vara+ (ES + Vi — E) b=0

Fiir eine nichttriviale Losung mufl die Determinante verschwinden

1 1
Bra =5 (B + Vi + B + Vo) £ 0/ (BY + Vit — B§ — Vo)’ +4Vial? (7.17)

Um die Diskussion zu vereinfachen, setzen wir Vi1 = Voo = 0, Vi3 # 0 und definieren

A =FE} - ES (7.18)

1
Eio = 3 {(E? +E8) + (/A2 +4!V12\2] (7.19)
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Das Bild zeigt die Abhéngigkeit von Ej o in Abhéngigkeit von A fiir ein festes Vio.
Wenn A sein Vorzeichen dndert, so tauschen die Zustédnde |E7) und |Es) ihre Identitét.
Die Stoérung treibt die Niveaus EY und EY auseinander, so dafl fiir EY — ES (zufillige
Entartung) eine Aufspaltung zwischen E; und E» stattfindet.

Ausgehend von |E7) und |E3) kann man die Beimischung der anderen Zustinde |E?)
mit n # 1,2 wie zuvor betrachten.

Diese Betrachtung 148t sich von 2 auf f entartete Eigenwerte verallgemeinern. Die
Linearkombination Z£=1 an|EY) = |E) fiihrt dann durch Einsetzen in (Ho+ H; — E|E)
zu f gekoppelten Gleichungen:

f
> (Hpn — Edmn) an =0 , m=1,....f. (7.20)

n=1

Losung von (7.21) wie zuvor durch Nullsetzen der Determinante.

7.3 Variationsverfahren

Sei Fy die exakte Grundzustandsenergie des durch H beschriebenen Systems, so gilt
fiir jedes |v):
H
5, < W)
(V1)

Das Gleichheitszeichen gilt, fiir 1) = |Eo) , H|Ep) = Ey|Ep).
Beweis: Entwicklung von [¢)) nach einer Eigenbasis von H:

= > lun) (unl®))

(7.21)

Daraus folgt:

(W[H )

D s S ) P )

- @Zwunw

In bezug auf die Storungsrechnung erlaubt (7. 21) folgende Aussage:
Sei |o) Grundzustand von Hy in H = Hy + Hy mit Hylpo) = E0 |<p0> , {pole) = 1.
Es gilt dann

Ey < EY + (ol Bulg) = ES (7.22)
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d. h., die Stérungsrechnung 1. Ordnung liefert immer eine obere Schranke fiir £y. Wegen

(WA
Ey = ml;n o) (7.23)
kann man %ﬁy)’/» als Funktional ansehen:
H
FM—%W? (7.24)

das man auf einer bestimmten Familie von Zustdnden aus H betrachtet, fiir die eben
(7.22) einfach zu berechnen ist. Aus dieser Familie sucht man sich das |¢)) heraus, fir
das F[¢)] minimal ist:

Ey <min F 7.25

o < min FIy] (7.29
_(ri+4r2)

Beispiel: He-Atom. Wir machen aus ¢(r1,r2) = “—3— mit a = (;22) eine ganze

Familie, indem wir neben der tatsichlichen Kernladung Z’ zulassen. Diese muf3 dann
wegen (7.25) durch Minimalisieren von F'[¢] bestimmt werden:

or

oz

Die explizite Rechnung liefert:

FW):Z&%WJZ@—SH

16
2
I S

=2 <2
16 16

Die resultierende Grundzustandsenergie

Ey Variation = —76.6eV = E, —78.6eV

JExp =

liegt ndher beim experimentellen Wert als der stérungstheoretische. Physikalisch beruht
die Verbesserung darauf, dafl niherungsweise die Abschirmung der 2 Kernladungen
durch das andere Elektron beriicksichtigt wurde. Deswegen auch Z' < Z = 2.

*
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Stationarititssatz:

(6F[] = 0) < [¢)ist Eigenvektor zu H

Beweis: Man kann nach dem Real-bzw. Imaginérteil von ) ( in der Dirac—Schreibweise
nach [¢) und (¢)|) unabhingig variieren:

(50| H|¢) - 1

oFY| = ——-~ HWo | ———
=g 8 ()
—_——

_ (5wl

(¥ly)2

Daraus folgt:
1

(W[ R‘Wﬁ\w - F[w]wwm] =0
Fl)  da (1| beliebig

i3
)

S
Il
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Der Spin des Elektrons

8.1 Spinoperatoren fiir das Elektron

Viele Elementarteilchen haben experimentell nachweisbar einen von Null verschiedenen
Eigendrehimpuls (Spin). Zum Spin existiert kein klassisches Analogon. Der Spin des
Elektrons wurde im Zusammenhang mit dem Zeeman—Effekt beobachtet — Anomaler
Zeeman—Effekt.

Wir wiederholen kurz den Zeeman—Effekt fiir ein Atom mit Z Elektronen.

Z =2 2 2

. p; Ze e

H — T L= . . 8‘1
;:1 <2m ) + E S rij = |r; — 1] (8.1)

T i<j T3

In einem schwachen Magnetfeld B und der speziellen Eichung

~ 1
A(r) = iB X T (8.2)
wird mit o
Pi — Di — EA(I'Z)
aus (8.1):
Z o~ 2 2 Z 2
P D Ze e 9
H = Z(Z— >+Z+Z A%(r)
o \2m i<j i =1 2me?
7, 0(B2)
zZ . R
- Z Ime (A(ri)f)z + PZA(I'Z)>



144 KAPITEL 8. DER SPIN DES ELEKTRONS

Wegen
~ 1 1 SN 1 ~
A(r))pi = B (Bxt)-pi==-B-(r;xp;))==-B-L;
—_———
L;
folgt
Z Z
H=Hy— % B-L , g ;r X Pi. (8.3)

Hier ist die Ladung des Elektrons e < 0. Folglich besitzt jedes Elektron ein magneti-
sches Bahnmoment p;:

wobei M = (als Operator) der Elektronen am Atom ist.
Wegen der Rotatmnsmvarlanz von Hy kann man Ho, L2 L B simultan diagonalisieren.
Wir klassifizieren die Eigenzusténde der Z Elektronen gemaﬁ (B || z—Achse):

(Ho—EYp) [nLM) = 0
(L —=h?L(L+1)) | nLM) = 0 (8.4)
(L. —hM)|nLM) = 0

Dabei sind M und L ganzzahlig:

L<M<L , L=0,1,23,...

Die Eigenwerte EO; sind (2L + 1)-fach entartet. Im Magnetfeld wird diese Entartung
aufgehoben; die Eigenwerte von (8.3) sind:

Enim=EY, +ugMB |, up=—-———>0 (8.5)

Das Experiment sollte also zeigen:

1. (2L 4 1) Terme (Multiplett), also eine ungerade Zahl.

2. Keine Verschiebung des Schwerpunktes des Multipletts.
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3. Abstand der Niveaus universell durch pp bestimmt und unabéingig vom Atom.

E(r)1L / EnLM

Experimenteller Befund:

1. Z gerade = Zahl der Zustande im Multiplett ist ungerade.
2. Schwerpunkt des Multipletts haufig verschoben.

3. Aufspaltung entspricht gup M B , g-Landé-Faktor.

Diese énomalien wurden 1925 von Goudsmit und Uhlenbeck mit der Annahme eines
Spins S fiir jedes Elektron mit Grofle % erklart. Das mit dem Spin verkniipfte magne-
tische Moment ist:

fio=go—8 mit g5 = 2.0023193044
2me

(8.6)

Wir benutzen g; = 2. Man sollte sich aber merken, dafl gs die am genauesten bekannte
Naturkonstante ist. Alle Nachkommastellen sind berechnet (Quantenelektrodynamik)
und stimmen mit dem Experiment {iberein (Sientific American 8/1980, Seite 90).

Man unterscheidet

1. Fermionen mit halbzahligem Spin: %, %, .
Leptonen mit Spin % (Elektron, Myon), Quarks und die daraus aufgebauten Nu-
kleonen.

2. Bosonen mit ganzzahligem Spin. 1,2,3, ...
Photonen mit Spin 1. Sie erzeugen die elektromagnetische Wechselwirkung zwi-
schen zwei Elektronen.
Quantisierte Gitterschwingungen (Phononen) kann man ebenfalls einen Spin 1
zuordnen. Das entspricht einem Vektorspin fiir die transversalen und longitudi-
nalen Komponenten der Auslenkungen von Ionen.
Zwischen Photonen und Phononen gibt es gewisse Analogien. Sie sind beispiels-
weise beide masselose Teilchen.
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Der Zusammenhang zwischen Spin und Statistik ergibt sich erst im Rahmen einer rela-
tivistischen Formulierung. Besonders einsichtig wird diese Formulierung in der Darstel-
lung der 2. Quantisierung. Die Statistik wird dann durch die Vertauschungsrelationen
fiir Fermionen und Bosonen festgelegt.

[ak,a;}_ = Ok fiir Bosonen (8.7)

{ak,al?}_F = dxi fiir Fermionen (8.8)

Dabei ist QI ein Erzeugungsoperator fiir ein Boson oder ein Fermion im Zustand
| ...k...) und ag ein Vernichtungsoperator (dhnlich wie die Auf- und Absteigeope-
ratoren beim harmonischen Oszillator).

Die verschiedenen Vertauschungsrelationen und damit der Zusammenhang zwischen
Spin und Statistik ergeben sich aus der Forderung, dafi der Hamiltonoperator fiir freie
Fermionen- und Bosonenfelder positiv definit ist.

Drehimpulseigenschaften von Spin-% Teilchen:
Zwei Eigenvektoren | smg) mit s = 1 | m, = :I:%. Wir schreiben zur Abkiirzung:

PR
1 1
+) = |- = .
£ = [+ (39)
o~ 3.5 ~ h
15 = 2wy . Sm=zln (5.10)
Zweidimensionaler Spin—Hilbertraum:
| £) bilden eine Basis:
[+ + == =1 (8.11)
Entwicklung von | ¢) nach dieser Basis:
[Py = (1) B+ (=) [ =)= [+ +9- | ) (8.12)
Darsteller in der | +) Basis:
Wir definieren: N
S= 55 (8.13)

Die Darsteller von & in der | £) Basis heiflen Paulimatrizen:

~ (01 - [0 -1 -~ (1 0
0;,;-(1 0) , oy—z<1 O) , O'Z—<0 _1> (8.14)
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Wegen [S\l,gj} = Eijkihgk gilt:

[82‘, 83] = €ijk2i8k (815)
Weitere Eigenschaften:
2 2 -9 (10 PPN o
6,=0,=0,=1= 0 1 , 0i0j = 0;0; = €)i0% (8.16)

Aus (8.16) folgt die Antikommutatoreigenschaft:

030y +0y0; =
Spo; = 0 (8.17)
und deto; = -1

Observable und Zustéinde: Fiir Spin—% Teilchen muf3 der Hilbertraum vergréfert
werden. Mit der Notation

) =] ) (8.18)

und

|rp) =) [ ), (e p) = (rp | ) (8.19)
ist | ¢) jetzt Element des tensoriellen Produktes:

’ lﬁ) S HBahnzustdnde & HSpinzustiinde

Die folgende Notation ist noch iiblich:

1 _ _ ()
UrEg)=ve(r) = ¢= ( ¢j(r)> (8:20)

Die Wellenfunktion fiir ein Spinf% Teilchen ist demnach ein zweikomponentiger Spi-

nor. Mit den Eigenvektoren von &,

) -
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wird aus (8.20)
y= (Z*E;) = b ()t y () (5.22)
Der zu (8.20) adjungierte Spinor ist:
vt = () v ) (5.2
so daB mit (8.22) fiir die Gesamtdichte folgt:
W =t = [ (O + o ()P (5.2
Fiir das innere Produkt zweier verschiedener Zusténde gilt:
loy = [ dr S elen) (onle)
z
= [ [P + ¢t @0 1) (8.25)

1+ (r)|?d®r = Wahrscheinlichkeit, das Teilchen mit ms = +1 bei r zu finden.

Von besonderem Interesse ist die Spinpolarisierung, d. h., der Mittelwert von S.:
g 3t (o s
<Sz>1/) - d’r (r)igzw(r)

hofow o 10\ (¢+(r)
= 5/ d°r (P (r) P2 (r)) < 0 —1 ) (wJ_r(r))

h
= 5 [ e @F + -] (5:26)
oder allgemein
(S2)y = / d*r ™ (r) Sy(x) (8.27)
Gesamtdrehimpuls: L
J=L+S

Verallgemeinerung auf N Elektronen ist klar.
Mit der Basis
’rlﬂl e rNMN) = \rllu1> e ‘I‘N,LLN>
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ist der Darsteller von [¢) beziiglich dieser Basis:

<I'1,U,1...I‘NMN|7JJ> :¢(P1M1,...,I‘NMN) (8.28)

Fiir den Gesamtdrehimpuls folgt:
=L+S= Z +>°S;
i=1 i=1

8.2 Spinabhingige Wechselwirkungen

Fiir Z Elektronen eines Atoms in einem schwachen Magnetfeld miissen wir (8.3) jetzt

erweitern: B

~ ~ e ~ - ~

H=Hy——B: -L - u. -B 8.29

0 2Ime ; Msz ( )

Wegen

Z = e a (& §

- /’Lsi gS 2 7 gS 2mC

folgt

H=H —Q%C(iws@) B = H, —%(LJJS)

(8.30)

Der Spin wird im Gegensatz zum Bahndrehimpuls zweimal gezéhlt, d. h., die Stoérung
in einem schwachen Magnetfeld lautet nicht:

ﬁlz‘%j.B mit J=L+S

Neben (8.30) folgt aus der Dirac—Gleichung im nichtrelativistischen Grenzfall noch die
Spin—Bahn—Kopplung. Fiir ein Elektron lautet die Spin—-Bahn—Kopplung:

A%

~ e -~ v
Hys = —(gs—l)ms‘<EC>

14 S
= BT E (EZ) (8.31)

s
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Hierbei sei fi; = gs55:S und v = 2

Das Elektron bewegt sich dabei mit der Geschwindigkeit v im elektrischen Feld des
Atoms. Es sieht dabei das Magnetfeld:

v
BAtom = _; x E

Diese klassische Interpretation kann daher nicht den sogenannten Thomasfaktor % (9s =
2) versténdlich machen.

Im kugelsymmetrischen Potential gilt:

rdv
E=——
¢ rdr
11d D ~
L pyYy__11ldv <A P) __ 1 1dv
c ecr dr m emcr dr
Daraus folgt:
1 1dV-~ 4
e = o v ar S
(8.32)
Die relativistische Korrektur der kinetischen Energie ist
~4
D 1
8m3c? +0 <c4)
8.3 Addition von Drehimpulsen
Wir machen uns die Problematik anhand des Wasserstoffatoms klar:
~9 ~2 2
~ P e /=~ 1 1dV~ 1 D
H=—+V(r)-—(L+2S) B+ —--——F7UL-S— —— | —
2m V) 2mc ( + ) + 2m2c2 r dr 2mc? \ 2m
Zu den 3 Bahnquantenzahlen n,l,m; kommt die Spinquantenzahl m, = :l:% hin-

zu. Fiir B = 0 und bei Vernachlidssigung der Spin—-Bahn-Kopplung kommutieren
H,L? L. 5% 8,. D. h., die simultanen Eigenzustéinde zu diesen Operatoren sind die
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des urspriinglichen Wasserstoffproblems, aufler dafl eine zusétzliche Entartung wegen
des Elektronenspins auftritt.

Fiir H;, # 0 sind m; und m, wegen [f[ls,fz} # 0 und {ﬁls,gz] # 0 keine ,,guten
Quantenzahlen“. Zum Gliick gilt:

[H,L+8| =0

Daraus folgt, daf3 alle Komponenten von J =L + S mit H vertauschen und man kann
die Zusténde mit den Eigenwerten von J? und J, klassifizieren. Wir haben also das
folgende System vertauschbarer Operatoren:

~

H — n
L — 1(+1)
J— j+1)

J, — M=m;+ms
~ 3

2 p—
sS4 — 1

Es verbleibt als Aufgabe, die Eigenvektoren zum Gesamtdrehimpulsoperator zu bestim-
men. Wir wollen das vorstehende Problem verallgemeinern und betrachten die Addition
von zwei Drehimpulsen J1 und Jo. Offensichtlich gibt es (271 +1) Zustéande | j; mq) und
(2j2+1) Zustéande | jg ma). Der tensorielle Produktraum enthélt dann (2j;+1)-(2j2+1)
Zustéande. Eine natiirliche Basis ist

| Jijemime) =| jima) | jama) (8.33)

In diesem Raum studieren wir die Wirkung von jA: J 1+ J 9. Zunichst stellen wir fest,
dafl die Basisvektoren (8.34) Eigenvektoren von J, sind:

J. | jijamimsg) = (jlz + f2z) | jima) | jama)
= h(mi+ma) | jima) | joma)
= hm | j1j2m1m2> , M =mj+ ma. (834)

(8.34) sind im allgemeinen keine Eigenvektoren VOIlAj2 = jf + j% +23 1 J 9 (jl und ,72
kommutieren). Aber die Eigenzustédnde von J2 und J, lassen sich nach (8.34) entwickeln:

lgm) = Y | jijemama)(jijamims | jm)
mi,m2
= Z Cjrjy (G m | mima) | j1jamima) (8.35)

ml 7”7’L2
(my1+mg=m)
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Die Cj,j,(jm | mima) heiBen Clebsch—Gordon—Koeffizienten. Wegen (8.35) ist C' = 0
fiir my # mo (es wird nur iiber m = mj + mo summiert).

Wir wollen noch die erlaubten Werte fiir j berechnen. Wir betrachten zunéchst den
grofiten Wert fiir m:

1. mmamzmlw/z\am+m2ma$:jl + J2 R
Wegen [,72, Jz} = 0 ist | j1j2j1J2) Eigenvektor von J, und J2:

| gm = j) =| jijedije) 7= Mmaz = 1+ Jo (8.36)

Wie in Kapitel 5 kann man sich mittels Absteigeoperatoren J. = J1 + Jo
insgesamt (2j + 1) Zustéinde | j m) verschaffen.

2. Wir betrachten nun den speziellen Wert m = mpqe — 1 = j — 1. Fiir diesen Wert
hat J, wegen (8.34) zwei Eigenvektoren, | jij2(j1 — 1)j2) und | j1jaji(ja—1)). Aus
diesem zweidimensionalen Raum erh&lt man durch Linearkombination gerade den
Zustand | (j = j1 +j2)(j — 1)). Die zweite hierzu orthogonale Linearkombination
muB Eigenvektor zu J2 mit j = j—1 sein, denn es ist klar, daf j mit | (j—1)(j—1))
wegen m = j — 1 nur die Werte j oder j — 1 annehmen kann. j fillt aber aus, da
alle Zustinde mit j = j bereits in (8.37) erfafit wurden. Ausgehend von diesem
Zustand | (j—1)(j—1)) konstruiert man sich mittels J_ alle (2(j—1)+1) = (2j—1)
Zustinde | (j — 1)m).

3. Fiir m = j — 2 enthilt (8.34) drei Eigenvektoren zu J.:
| 172051 — 2)j2) » | J1gein(G2 — 2)) 5 | ige(ir — (1 — 1))

Hiermit kann ich 3 Linearkombinationen bilden:

jo=J jo=J- jo= 13-
m = j—2 m = j—2 m = j—
¢ ¢ ¥
| iom) |G — Dm) G - 20-2)

Nur die letzte Linearkombination fithrt zu dem gesuchten Eigenvektor von L2, jin
| 4 m) nimmt also sukzessive die Werte j,7—1,7—2, ... an. Auf diese Weise kommt
man zu einem minimalen Wert j > 0. Offensichtlich folgt aus der Dimensionalitét
des Raumes:

21 +1)(2j2+2) = ZJ:(QJ' +1) (8.37)

J=J
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Die Rechnung (Ubungen) liefert j = |j; + jo|. Daraus folgt:

l71 — g2l <7 <lj1+ j2

(8.38)

Zu jedem j gehoren (25 + 1) Zustdnde mit —j < m < j.

Beispiel: Addition von 2 Spins:

) ) 1
S=S81+S;, = n=7J2=5

(8.38) liefert fiir j in | j m) die zwei Moglichkeiten j = 0 (Singulett) oder j = 1
(Triplett). Die Basis (8.33) besteht hier aus den vier Zusténden:

‘++> ’ ‘_+> ’ ’+_> ’ ‘__>

Eigenvektoren des Gesamtspins j = s seien | sm):

S2 | sm)=h%s(s+1)|sm) , S.|sm)=nhm|sm)

Singulett (S =0) : 52|00) =0

100) = 2= [1+)= | —+) (8.39)
Triplett (S =1): 52 | 1m) = A%12 | 1m)
[11) = |++4)
10) = —=ll+-)= |-+
|11 -1) = |—-) (8.40)

8.4 Die Feinstruktur des Wasserstoffspektrums

Wir sind jetzt in der Lage, das Wasserstoffatom unter Berticksichtigung der Spin—Bahn—
Wechselwirkung zu behandeln. Die Eigenwerte von (J = L 4 S)2 sind A%j(j + 1) mit
(8.39) folgt
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1
= 1+= 1 +0
J 5 a
1
j=35 , 1=0 (8.41)

Klassifikation der Eigenzusténde:

| ) = nljmy) (8.42)
Fiir B = 0 und ohne die relativistische Korrektur der kinetischen Energie sei das
ungestorte Problem:
- p* - (0
Hy = o +V(r) mit Hyl|vy)=E,] |v) (8.43)

Der Einflufl der Spin—-Bahn—Kopplung behandeln wir stérungstheoretische:
1dV -~
<¢ 155 ¢> (8.44)

rdr

1 (0) =g 4
Enl] - E <H > - Enl 2m202

Die Wirkung L - S auf | 1) 148t sich leicht angeben, wenn man benutzt

~ ~\ 2 ~ ~ o~ PN ~ o~ ~ .
J2=(L+8) =L[*42L-8+5 = 2L.S=[]*-[*-§ (8.45)
Daraus folgt
2

= & i 3

L-S|w>=2[J(J+1)—l(l+1)—4 (8.46)
0 : =0
R: /1dV ,
B = B9 + 4m262<rdr> I ]:H%

"l =+ s =l (8.47)

(8.47) ermdglicht auch Aussagen iiber andere Einelektronensysteme, so sind die Alkalien

Li = 1s%2s!,
Na = [Ne]3s!,

K = [Ar]4s'
Rb = [Kr]5s,
Cs = [Xe]6s!,
Fr = [Rn]7s!
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echte Einelektronensysteme. Geméf (8.47) sind alle Zusténde, auler den s—Zustéinden,
aufgespalten. Dies ist der Dublette—Charakter von Einelektronenatomen. Berithmt ge-
worden ist die gelbe D—Linie (zwei Linien D; und Dy mit einem Abstand von 6A ~
1884eV) des Na. Siehe auch Finkelnburg , Einfithrung in die Atomphysik®. Fiir die
Charakterisierung der Terme gibt es folgende Konvention:

nl] 18;,281,2]);,2}?1,38;,3}91....
2 2 2 2 2 2

Fiir Einelektronensysteme mit komplizierten inneren Aufbau benutzt man grofie Buch-
staben. Die Kennzeichung der Dublette—Struktur geschieht durch Hinzufiigen einer klei-
nen 2 links oben am Buchstaben, z. B., 2 %p 1 (Sprechweise: Dublette—P).

Feinstruktur des H-Atoms:
Feinstrukturkonstante:

e? 1
Damit 148t sich ET(ALO) schreiben als
(0) 2 07

Fiir das Coulombpotential V' = —é folgt

1dv €2 1 1 2 12

-2 = — = = — 8.50

rdr 13 <T3>nl agl(l+1)(2l+ 1)n3 0 mc? ( )
Damit folgt:

By = -0 Ly il (8.51)
S T R e ‘

Nimmt man auch noch die relativistische Korrektur zur kinetischen Energie in der
Storungstheorie 1. Ordnung mit, so erhéilt man insgesamt:

2
By = BY 1+ % (- - 2) o)
J n 2 1 4
AT (8.52)

Diskussion:
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(a)
(b)

()
(d)
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Die beiden relativistischen Effekte heben die n?>-fache Entartung von E7(LO) auf.

Aufler von n hingen die Energieniveaus von j, aber nicht mehr von [ ab. Daraus
folgt, dafl die Niveaus mit gleichen n und j fiir [ = j £ % entartet bleiben.

Wegen des Spins gehoren zu n jetzt 2n? Zustinde.

Termschema fiir n = 2. f = 2 - 22 Zustéinde:

2s, 2p
~ < 2Pap
N 10°MHz
\
2515, 2P

Der Lamb—Shift riithrt von der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes auf-
grund der Wechselwirkung des Elektrons mit den Vakuumfluktuationen dieses
Feldes her, Anschaulich: Der Lamb-Shift des 2s 1 —Niveaus relativ zum 2p1 —Niveau
wird durch eine Wolke von Photonen und mrtuellen Elektron-Positron Paaren er-
zeugt, die das gebundene Elektron umgeben. Sie modifizieren die Formfaktoren
und damit die resultierende Coulomb—Wechselwirkung mit dem Proton.



Kapitel 9

Dirac-Gleichung

9.1 Prinzip der minimalen Kopplung

Wir hatten gesehen, daB fiir Boseteilchen die Forderungen nach Erhaltung der Vierer-
stromdichte und nach einer positiv definiten Teilchendichte nicht gleichzeitig erfiillbar
waren. Dies folgte aus der Struktur der Wellengleichung. Um im Einteilchenbild bleiben
zu konnen, haben wir die negativen Wahrscheinlichkeitsdichten als positive Dichten fiir
negativ geladene Bosonen interpretiert. Zufrieden kénnen wir damit nicht sein, denn
um Erzeugung und Vernichtung von Teilchenpaaren beschreiben zu kénnen (bei Erhal-
tung der Gesamtladungsdichte) brauchten wir eine feldtheoretische Erweiterung
der Klein—Gordon—Gleichung. Mit anderen Worten: Wir miifiten eine Wechselwirkung
ghnlich wie in der QED einschalten, die die Teilchenzahl nicht notwendigerweise kon-
stant 1a8t. Die Formulierung einer solchen Feldtheorie kénnte im Rahmen der 2. Quanti-
sierung durchgefiihrt werden, weil hier die Bosestatistik durch die Vertauschungsrelatio-
nen fiir die Feldamplituden beriicksichtigt werden kann. Die Wechselwirkung zwischen
den quantisierten (freien) Feldern wird dann aus Lorentz-invarianten Lagrange—Dichten
hergeleitet. Dabei beriicksichtigt man das Prinzip der mininmalen Ersetzung fiir
Teilchen in einem Feld und das Prinzip der minimalen Kopplung zwischen Teilchen
und Strahlungsfeld. Wir wollen hier zunéchst im Einteilchenbild bleiben und nur die re-
lativistisch invariante Wellengleichung fiir freie Teilchen mit Spin diskutieren. Freie
Bosonen und Fermionen unterscheiden sich dann so:

(a) Bose-Statistik fiir Teilchen mit integralem Spin impliziert eine nicht notwendiger-
weise positiv definite Teilchen- oder Ladungsdichte. Die Bose—Statistik folgt aus

der Vertauschung zweier Observabler an 2 Punkten mit raumartiger Trennung.

157
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(b) Fermi-Statistik folgt fiir Teilchen mit nicht integralem Spin. Auch hier treten ne-
gative Energien auf — aber immerhin 148t sich eine posotiv definite Teilchendichte
formulieren.

Da die Spin %—Dirac—Gleichung von fundamentaler Bedeutung fiir die relativistische
Physik ist, betrachten wir neben ihrer Herleitung auch noch das Dirac-Atom.

*

Wir folgen bei der Herleitung Dirac. Gesucht wird eine Gleichung fiir die Wellenfunktion
1, die relativistische Invarianz hat, eine positiv definite Aufenthaltwahrscheinlichkeit
besitzt und natiirlich mehrkomponentig ist, um den Spin beschreiben zu kénnen.

NR~-Spintheorie:
7

ot =1 Ll

~— —

Allgemein bezeichnet man

Y1
V2
YN
als N-komponentigen Spinor.

Wegen der obigen Vorraussetzungen mufl die Gleichung folgende Form haben:
12y = Hpy (9.1)
Z —_— = .
ot b

Da die Zeitableitung nur von 1. Ordnung ist, sollte wegen der relativistischen Invarianz
das auch beim Ort so sein:

h
p=-V
7
Wir machen daher den Ansatz:
Hp = cd - p+ fmc? (9.2)

& und [ miissen Matrizen (hermitesch) sein, die auf den Spinor wirken, da sonst (9.1)
nicht rotationsinvariant ist. Die Eigenschaft der Matrizen finden wir mit Hilfe des An-
satzes: ‘

W = gpg e FP) (9.3)
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mit p im Exponenten als C-Zahl. Daraus folgt:

Evo = [cd - p+ pme?] o

(9.4)
E? =@ p)° + m((@-p)B + B(a- p)] +m?c'p? (9.5)
(9.5) ist nur dann identisch mit E? = m?2c* 4 ¢?p?, wenn fiir jedes p gilt:
G2=1, ofB+pa"=0, oFal+alar =2
(9.6)

Die Forderung, da8 (9.5) mit £? = m?2c* + ¢?p? identisch sein soll, ist gleichbedeutend
damit, daf} ¢ auch Losung der Klein-Gordon—Gleichung ist:

[Ez =m?ct + chQ} =0

Die 4 Matrizen «, [ antikommutieren geméf (9.6), (9.4) bezeichnet man dann als
Dirac—Gleichung. Wie schon erwihnt, miissen @ und § hermitesche Matrizen sein,
damit Hp ebenfalls hermitesch ist. Hermitezitit und (a)? = 52 = 1 bedeutet reelle
Eigenwerte fiir alle 4 Matrizen: +1. Ferner:

SpB==Sp {(ak)zﬂ] =Sp [akﬂak} =—Sp [akakﬂ} =-Spps
Analog;:
Spaf = —-Spak = Sppf=SpaF=0 (9.7)

Daraus folgt, dafl die Zahl der Eigenwerte mit Wert +1 gleich der Anzahl der Eigenwerte
mit Wert -1 ist. Die Dimension der o und # Matrizen mufl somit gerade sein. Wir
probieren einfach aus:

(a) Dimension = 2: Dies reicht offensichtlich nicht aus, da es hier nur drei mitein-
ander antikommutierende (2 x 2)-Matrizen gibt:

0= (0g,0y4,0) (9.8)

wobei
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(b) Dimension = 4: In einer speziellen Darstellung kénnen § und o sofort ange-

geben werden:
o 1 0 k 0 O'k

Das Prinzip der minimalen Ersetzung bei Anwesenheit von elektromagnetischen Fel-
dern: .
E—-FE—-ep , p—p—-A
c

fithrt dann zu der Dirac—Gleichung;:

[co’f (ﬁ— i/f) +ep + mczﬂ] P(r,t) = ihgtw(r,t)

(9.10)
9.2 Der Spin des freien Dirac-Teilchens
Wir 16sen wie oben " 5
[icazv + ﬁmc2] =il
mittels .
Pp(r,t) = 1p(p) e nFPT)
Daraus folgt:
Ev(p) = |cd- 5+ fme®| 4 (p) (9.11)

¥ (p) heifit 4-komponentiger Spinor. Zur Berechnung der Eigenwerte benutzen wir
(9.9):

(B~ ca - pme] v(p) =0
Daraus folgt:

det [E - ca-p— ﬁmcﬂ

B [ (E—mc?) -1 —cG-p
= det —cG-p —1-(E —mc?)
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Daraus folgt:

E = £y/m2c* + ¢2p?

(9.12)

Dabei wird benutzt:

R 1
(7 §)* = oipi ojp; = SPipj(0i0j + 0j01) = pipj = »’
— —

:252']'

Im Unterschied zur Klein—Gordon—Gleichung ist noch jeder der beiden Eigenwerte
(9.12) 2-fach entartet. Zu jedem p mit F = /m?c* + ¢2p? gibt es zwei Spinoren und
wir vermuten schon, dafl dieser innere Freiheitsgrad mit dem Spin zusammenhéngt. Um
mehr Einsicht zu gewinnen, berechnen wor einige Kommutatoren von Spinoperatoren
mit dem Dirac-Operator:

_[h o R 0 0
[Hp,L.] = [icaV—l—Bmc ' (xay —yaxﬂ
0 0
= —h c<o¢zay ay('?x)
ch
= 7(04 xp), #0

Der Bahndrehimpulsoperator vertauscht also nicht mit Hp:

h
[HD,L]:%&xﬁ

(9.13)

Wir versuchen jetzt einmal einen Gesamtdrehimpuls zu konstruieren. Ansatz:

h G 0
J=L+S |, 8252 , Z:lo 6] (9.14)

| St

_ | 2
[Hp,S.] = ;cav—i—ﬁmc, Z},

z

wegen
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folgt:

z z

Hp,S.] = % {px [ax, Z] +py [ozy, Z] +ps [aza Z] }

ch .
= ? (p:cay pyaa:) = 7(04 X p)z
Daraus folgt:
h
[Hp,S] = —%&xﬁ,

Der Gesamtdrehimpuls kommutiert — wie es auch sein sollte — mit seinen drei Kompo-
nenten mit Hp. Dies gilt auch noch, wenn ein kugelsymmetrisches Potential ey vor-
handen ist. Die Dirac—Theorie enthilt also zwangslidufig einen inneren Dre-
himpuls, der so konstruiert ist, dal J mit den rotationsinvarianten Hp kommutiert.
Diesen inneren Drehimpuls bezeichnet man als den Spin des Teilchens (Elektrons):

1 0 0 0
h hio. 0 Ao -10 o0

SZ_ng‘z(o az>_2 00 1 0 (9.16)
00 0 -1
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Die vier orthogonalen Eigenspinoren sind:

Yi(p) = 1 . Pa(p) = 0
1(s) ()

(1) ()
Y3(p) = Ya(p) = (9.17)

1 i

c-d-p

= Eima Y(r,t) = Y(p) eié(Etipr)

mit A

Dabei gehoren ;2(p) zu positiven Energien Ej o = +v/m?c* + ¢?p? und 3 4(p) zu
negativen Energien E34 = —y/m?ct + ¢?p?. Hier liegen — wie bei der Klein-Gordon-
Gleichung — auch negative Energiezustinde vor. Mathematisch folgt dies durch An-
wendung des Korrespondenz-Prinzip (indem man verlangt, dafl ¢ auch Loésung der
Klein-Gordon-Gleichung ist). Aber im Gegensatz zur Klein-Gordon-Gleichung besitzt
das Dirac-Teilchen einen inneren Freiheitsgrad, den Spin. 91234 sind keine Eigen-
vektoren zu S,, da [Hp,S.] # 0. Nur fiir ein ruhendes freies Teilchen gilt mit
P=0— A=0 — S.¢13="L2¢13und Sutpog = — Lo 4.

Man kann aber einen anderen Kommutator konstruieren, der verschwindet:

[Hp,S-p|=0

(9.18)

D. h., der auf die Impulsrichtung projezierte Eigendrehimpuls kommutiert mit dem
Dirac-Operator. Man definiert diese Komponente von S = %Z ( in Impulsrichtung)
als Helizitt:

2P

h(p) = D]

(9.19)

mit

[Hp,h(p)] =0

(9.20)

Linearkombinationen von %1 und 2, bzw. von 13 und 94 sind dann auch Eigenspinoren
von h(p).
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9.3 Kovariante y-Matrizen

Die kovariante Form der Dirac-Gleichung erhélt man mit Hilfe kovarianter (4 x 4)-

Matrizen:

0

—7

#=(%9) . =0 Vzﬂ'o?=<

o Q
N——

Multiplikation der Dirac-Gleichung mit ~°:
B B
[70 (ih(% —e- cp) —cy (ﬁ— iA) — ch} P(r,t) =0

und Division durch ¢ fithrt zu

[ih'y” <8M + % Au) - mc] P(r,t) =0

Die y-Matrizen geniigen den Vertauschungsrelationen:

Ty A = 29"

70 ist hermitesch: v = (y)*,
v* ist antihermitesch: (v¥)* = —* oder allgemeiner formuliert:
()T = A%,
T = g,ul/'YV =
=2, wm==", =0 =0

Kovariante Form der Kontinuititsgleichung:

(9.21)

(9.22)

(9.23)

(9.24)

Da die Zeitableitung 1.0rdnung ist, mufl die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte po-

sitiv definit sein. Im Spinorformalismus schreiben wir die Dichte als

0
vro= (ot w wi e )| 2 [ =ew) 20
(o

(9.25)
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1) geniigt:
L0  Jch, 9
zhaw = [ ; aV + Bme } P (9.26)
T geniigt:
20 4 o i+ 2,1+

Multipliziere (9.26) von links mit ¢»* und (9.27) von rechts mit ¢ und subtrahiere sie
voneinander:

ihgwﬂb = @V(¢+&'¢) (9.28)
ot i
Definieren wir den Stromoperator durch
j(x) =T ayp (9.29)
so folgt:
ap .
E—FV-J—O (9.30)

Kovariante Form:

ok =0k = ByF = = ghaPyby = Pyby

mit
1 0 0 0
T a0 (ot ot 01 0 0 — (T ot + +
D=y = (s el) | o o L1 o | = (T e —vd —wl)  (9.3D)
00 0 -1

Wegen @fyog = er(fyO)z@ = g*‘g folgt:

Ot =0 , j'=uvy"y

(9.32)

*

Wir miissen jetzt nur noch die Kovarianz von () und () nachweisen. Forminvarianz
gegeniiber einer Lorentz-Transformation

¥ = Az, 2" = Avz”
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bedeutet:
[ih" 0, — mc] Y(z) =0 — [ih’yua; - mc] P (x) =0 (9.33)

Geht man davon aus, daf§ sich die y-Matrizen in den beiden Bezugssystemen nur durch
eine Ahnlichkeitstransformation unterscheiden, so wird man bei dem Ubergang in () die

+* nicht transformieren. Sei nun S(A) die (4 x4)-Spinormatrix, die die 4-komponentige
Spinorwellenfunktion transformiert

Y(a) =S(N)p@) —  v) =5 (W)Y (@) (9.34)
so erhilt man mit 9, = 9, A}:

0 = [ihy" 0y — mc] Y(z) = [z’fw”@l’,AZ - mc} Sy ()

Wir fordern nun das Transformationsgesetz fiir die y-Matrizen:

v —1 v
A =S (A)S(A)

(9.35)

Man kann (9.35) mit Hilfe einer infinitesimalen Transformation

Z‘ 4 7: 1%
A/w — Gu T W S(A) = exp <_4wu Uuu) ~1- Zwu Ouv

beweisen. ]
i

5 D] S(4)

Ouw =

ist dann eine unitére Transformation Up = exp (—iw“”,]u,,), wobei man den Kommu-

tator zwischen Drehimpulsen durch o, ersetzt hat. Wir verzichten auf dieses Detail.
Mit (9.35) erhalten wir
’Y#Ay,u — AVM,Y;L — Sfl,yuS

und
STY(A) [ihy” 0Ly, — me] Y/ (') = 0

Dies zeigt die Lorentz-Invarianz der Dirac-Gleichung. S geniigt noch:

S =A05+,0 (9.36)
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Die Kovarianz der Kontinuitétsgleichung weisen wir nach, indem wir zeigen, dafl j* ein
Vierervektor ist:

) = Y = 0 = (SY) TSy
= YTSTOSY = T (05T sy
= p(STIS)Y = YA Y

A¥ 5% (@)

9.4 Geschwindigkeit und Paritéit des Dirac-Teilchens

Die folgenden dynamischen Gréflen legen die Eigenschaften des Dirac-Teilchens fest:

Hamiltonian
e
Hp =ca(p— —A) +ep+ Bmc?,

Ort r, Impuls p, Spin S = %;, Gesamtdrehimpuls J =r X p + S, Strom j = @1% =
Yl

Wir betrachten zunéchst den Geschwindigkeitsoperator. Im nichtrelativistischen Fall

gilt % = %—7; = P fiir ein freies Teilchen. Fiir das Dirac-Teilchen finden wir:

B dr B OHp

V= a op -

(9.37)

Somit kommutieren die Komponenten von v nicht miteinander und wegen (a*)? = 1
sind die Eigenwerte von v* gleich 4-c. Dieses ungewthnliche Verhalten fiir ein freies Teil-
chen héngt mit der Zitterbewegung zusammen. Die Benutzung der Hamiltonschen
Bewegungsgleichung besagt: Korrespondenzméifig diirfen wir « als den Geschwindig-
keitsoperator ansehen, denn eigentlich miifiten wir ins Heisenberg-Bild gehen und v mit
Hilfe von [r, Hp] berechnen. (9.37) ist zweckméfBiger und kiirzer! Integriert man (9.37)
so enthélt r(t) den oszillierenden Term e~27pt/" Dies fithrt zu einer oszillierenden
Bewegung von (r(¢)) und wird als Zitterbewegung des Dirac-Teilchens bezeichnet. Sie
ist eine Folge des Interferenzeffektes zwischen den Zusténden mit positiver Energie und
den Zustdnden mit negativer Energie. Benutzt man nur Zusténde positiver Energie, so
verschwindet die Zitterbewegung.
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Wir wollen nun den Erwartungswert von v fiir die Bewegung des Teilchens in z-Richtung
berechnen. Mit p =p-e, und

1
0
V)= o
E+mc?
0
aus (9.16) erhalten wir:
1
) 0 o3 0
1 0 o 0
( e ) ( o3 0 > Frme
VY, 0
(vz) = =
y1 Y 1
: 0
( Lo E—irlr)w2 0 ) cp
E+mc?
0
_ CZ-c-p 1 202-c-p (E +mc?)?
E—l—mc21+< cp )2 E 4+ mc? 2E(E + mc?)
E+mc?
cp P
e 9.38

mit £ = Mc2.

(v,) kann demnach als Schwerpunktsbewegung eines Willenpaketes in z-Richtung in-
terpretiert werden (mit Spin 7). Achtung: Fiir die Schwerpunktsbewegung eines Wel-
lenpaketes mit Zusténden negativer Energie ist (v,) = —%, also entgegengesetzt zur
Impulsrichtung. Dies zeigt schon, dafl alle Zusténde gleichberechtigt sind und die Mit-
telwertbildung mit allen Zustéinden gebildet werden sollte. Das Integral iiber den Orts-
raum kiirzt sich in (9.38) heraus. Der Nenner yig war notwendig, weil wir (9.17) nicht

auf §-Funktionen normiert hatten.

Wir betrachten nun den Parititsoperator:
Der Paritdtsoperator Py angewendet auf eine ortsabhéingige Funktion f(r) bewirkt:

By f(r) = f(-r)

und
Pp f(r)=-pf(-r)=-phf(r) = Fp=-ph
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Da hier aber Hp linear in p ist, kommutiert Py fnicht mit Hp. Wegen fa = —af
vertauscht jedoch der folgende Operator mit Hp:

P=pP, = [Hp,P|=0

(9.39)

Py kénnen wir als Paritidt der Bahn des Teilchens interpretieren, hinzu kommt noch
eine innere Paritét des Dirac-Teilchens, die durch 3 charakterisiert wird. Offensicht-
lich gilt: P? =1 = =1 als Eigenwerte. Fiir ein ruhendes Elektron kann man aus (9.17)
ablesen:

69172(1) = 0) = %172(0) ) ﬁ%374(0) = _91’2(0)

Daraus folgt, daf ein ruhendes Elektron mit positiver Energie die Paritat +1 besitzt.
Ein ruhendes Dirac-Teilchen mit negativer Energie (Positron) besitzt die Paritét -1.
Man sollte hier vielleicht hinzufiigen, daf3 alle Elementarteilchen eine innere Paritét
besitzen. Dies ist eine simple Folge der mehrdimensionalen Formulierung fiir Teilchen
mit Spin. Wichtig: der Erhaltungssatz fiir die Paritdt gilt nicht fiir die schwache Wech-
selwirkung ((-Zerfall: n — p+e™ + 7).
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Kapitel 10

Das relativistische H-Atom

10.1 Lamb-Shift und Hyperfeinaufspaltung

GemaB (9.12) ist das Energiespektrum fiir das freie Dirac-Teilchen durch
m?c* + ¢2p? gegeben:

LLLLLLLL LLLLL Il Il VA4
T aEar ar ar ar av ov o L aEararare T T Laxe

E = -mc? 0 T E = mc?

7

keine Zustand

mit jeweils einem Kontinuum von Zustdnden ober- bzw. unterhalb der Energien
E = mc® und E = —mc?. Mit kleiner werdender Masse schrumpft die Energieliicke
und verschwindet fiir m = 0 (Neutrino = Spin 1-Teilchen). Wie sieht nun das Energie-
spektrum fiir das relativistische H-Atom aus? Fiir ein Klein-Gordon-Teilchen haben wir
das Energiespektrum durch Vergleich mit dem nichtrelativistischen H-Atom gewonnen.
Gebundene Zustidnde gab es dort in dem effektiven Potential

2EZal 1(l+1)— (Za)?\ h?
Veff:<— a7+(+) (a)>

he r r? om’

das dem Potential im NR H-Atom sehr dhnlich ist. Da die Wellenfunktion fiir das Dirac-
Teilchen auch Losung der Klein-Gordon-Gleichung ist, versuchen wir wieder durch Ver-
gleich die Energien zu erraten.

171
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Zunéchst machen wir aus der Dirac-Gleichung
{iha—H]w—O—ﬁ[iha—H}w—O (10.1)
ot b - ot by '
h e 9
Hp=c-«a ZV_EA +ep +mcf
eine Gleichung 2. Ordnung, indem wir (10.1) mit

(5 {mgt - HD} + 2mc2> (10.2)

von links multiplizieren. Wir erhalten dann mit 3? = 1, Ba = % (%V - %7) =
(p-c4) =1

0 = {ihgtﬂ — oyl — epf3 + ch] {zhgtﬁ — oIl — e — mcz] P

_ 0 2 2 2 2 4 .0 .0
— that — egp) +c (lﬂ) —m-c* — c(lﬂ)zhaﬁ - zhaﬁc(lﬂ)

teBe(Il) + c(vmew} ¥ (10.3)

(vID)? = (adD)?,

2 2 2
(a-a)(a-b) = azazb, + ayayby + azazb, + ayagzaybs + agoyagby
+aaza:by + ozazagh, + azayarby + ayozayas

= a-b L(axb Loz (axb 20y (@ X b
a-b+aya; (axb), +a.o; (a )y+aay(a ).

iX. 2, DI
(a-a)(a-b)a-b+iy (axb) (10.4)

Daraus folgt:

(M) = I i @I = 12+ DY H
7 c= (10.5)
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e, = a4
eh (8Ay B 8141) B eh
ox y

= —— 11z

ci ct

—e|amws (ing; — ep) — (ing) — eo) o)

—~— ~——.
—all all
[ 0
= . ih— —
co _7,2 pr egp}
[ e 0
ca 7 \Y c*’mat ego]
= cgée <—V — 16A> = theca
1 c ot

0
1, ih— — = —iheFE
[ ,zhat ego} the

(10.6)

Aus (10.4) wird also

(iha —e )2 - (hv — eA>2 —m2ct + ehe (ZH — z'ozE) =0
a7 i ¢ = N

(10.7)

die Dirac-Gleichung 2. Ordnung. Im Unterschied zu der SpinO-Klein-Gordon-
Gleichung (5.186)

(g -eo) (b ca) e o

koppelt die Dirac-Gleichung 2. Ordnung fiir ein Spin%—Teilchen magnetisches und elek-
trisches Moment des Teilchens explizit an die elektromagnetischen Felder H und E.
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Noch etwas zum Operator (10.2):

P=p ihgt—ca-ﬂ—ewp—i—mczﬁ (10.8)

Wihrend jede Losung der Dirac-Gleichung 1. Ordnung (10.1) auch Lésung der Dirac-
Gleichung 2. Ordnung ist, gilt die umgekehrte Aussage nicht immer! Falls jedoch
(10.6) lost, dann 1ost ® = Py die herkémmliche Dirac-Gleichung (10.1):

Pﬂ[h—HD} P = ﬂ{h—?—(p] Py =0

Daraus folgt, dal die Dirac-Gleichung 2. Ordnung &quivalent ist zu

0
zha (P) = Hp(Py)

(10.9)

P wirkt als Projektionsoperator, der die Losungen der Gleichung 2. Ordnung auf Lésun-
gen der Gleichung 1. Ordnung reduziert.

Doch zuriick zum relativistischen H-Atom. Fir stationidre Zustdnde im Coulomb-
Potential (A = 0).
7 2
ep =25 (10.10)

r

erhalten wir:

r r2

2
Ze? Z _i-E:
[(iha + e) + (heV)? — m2ct — iehca (Ve) e Foer = 0
ot r r
Z
(E—i—Ze ) + (heV)? — m2ct +ieha - ree 0=0

=y

vZ_

ﬁ\»—l

2 2 o e e .
($ ) r— # und Division durch A2c*fiithrt zu
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2 .
1 d (%) - Z2%a? —ion(Za) L 2B(Za)1 | B —mPd!
— PE— /"’ p—
r r2 he r h2c2

(10.11)

« ist wieder die Feinstrukturkonstante %26 Abgesehen von dem Operator ia, Za/r? hat
(10.11) dieselbe Struktur wie die Klein-Gordon-Gleichung. (10.11) ist noch eine (4 x 4)-
Matrixgleichung, daher kénnen wir den Losungsansatz dort nicht sofort iibernehmen
— wir miissen erst wissen, was der Operator i, Za/r? bewirkt. Hierzu fiihren wir den
folgenden Operator ein:

K:ﬁ(lJrZ-L/h) (10.12)
K hat die Eigenschaften:

[K,a.p}:[K,a-r]:[K,rﬂ:{K,J:L—I-ZZ}:O (10.13)

Daher vertauscht K mit dem Hamiltonian des relativistischen Wasserstoffatoms:

Ze?
Hzcgp—l—ﬁch——e
"

Da K auch mit J vertauscht, kénnen wir die Eigenwerte des Wasserstoffatoms durch die
Eigenwerte von K, J? und J, angeben. K ist so etwas wie ein Ma8 fiir die Ausrichtung
von Spin- und Bahndrehimpuls. Wir wollen jetzt die Eigenwerte k von K berechnen.
Zunichst haben wir:
2
YL YL 1.2 YL
+ ( - + > + 2 + -

J? 2 J? o1
o ;2 tl=2%+7
h h h 4

Daraus folgt:

2
k2:'('+1)+1= i+ 5
™ 4 <j ) (10.14)
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Ferner antikommutiert K mit der Matrix

0 010
.10 0 0 1
V5=0M02B= 1 g g 9 (10.15)
0100
~5 antikommutiert auch mit allen ~*.
(K, sl =0, Klk) = klk) — Ky |k) = =75 K|k) = Ky k)
Daraus folgt, dal auch —k Eigenwert von K ist. Wegen
.13
§=30 50 — k=FLE2E3 (10.16)

Null ist kein Eigenwert von K. Umgekehrt ist jeder Eigenzustand von k auch Eigenzu-
stand von j2 mit dem Eigenwert

. 1 1

Wir wollen K benutzen, um (10.11) zu 16sen, zweckméfigerweise fithrt man einen neuen
Operator ein:

A =—-0K —ia,(Za) (10.18)
Offensichtlich gilt:
A, K]=[A,J]=0 (10.19)
A? = K? — (Za)? (10.20)
und
2 2 - L? 2 _
AA+1)=K*—- (Za)” — K —ia,(Za) = P (Za)® —ia,(Za) (10.21)

(10.11) 148t sich deshalb schreiben als:
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[1 & AA+1]) N 2E(Za)1 E? —m2c!

rdr2 2 + 2 =0
rdr r he r (hc) (10.22)

Gleichung (10.22) entspricht der Klein-Gordon-Gleichung, denn sei ¢ Eigenfunktion von

A, dann entspricht der Operator A(A+1) einer Zahl, die wir mit ¢'(¢'+1) identifizieren.
Die Energieeigenwerte sehen also wie die Spin 0 - Energieeigenwerte aus:

2
E=—n—— mit =0V =n-¢=1,2,3,...,n. (10.23)

(%)

Worin unterscheidet sich nun das Elektron im Coulomb-Feld vom Pion im Coulomb-
Feld? Der Unterschied besteht in den Quantenzahlen n’ und ¢'. Sei ® Eigenfunktion

von A und K:
A0 = [K? = (Za)?]| & = [k? = (Za)?] @ = (j + ;)2 - (Za)2] >

Daraus folgt fiir die Eigenwerte von A?:

sx=2y)(5+3) - zay (1024

Wir miissen noch festlegen, welches Vorzeichen zu
_ 1
jr =1L+ 3 (10.25)

gehort. Wegen (10.22) sollte fiir (Za) — 0 der Eigenwert von —A fiir j; positiv sein:

(A)je = FA (10.26)

Aus
O +1) = [AA+ D), =FAFA+D) =AAF1) (10.27)

) 1 1 1 ( 1)
=44/ 4-=—-= - 10.2
L= EAAFD =5 (AF 5 (10.28)

folgt:
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Wegen des Verhaltens der Wellenfunktion 7% schlieBen wir die negativen /', -Werte aus

’i:{ A;1 } (10.29)

Daher folgt fiir die Quantenzahlen (10.24):

. 12_ a)e —
Wentrli=ne (g ¢ \/%:)éf(z(z):)?l

Daraus folgt:

= —('+1>+ ('+1>2—(Z )2 fi sl
n =n i 5 J 5 o ur j = 5

L und L? sind keine Konstanten der Bewegung, bei der soeben durchgefiihrten Analyse
habe wir aber so getan, als kénnten wir die Energieniveaus mit den ¢-Werten des NR-
Limes klassifizieren. Daf dies richtig war, kann man leicht mit Hilfe der Hilfsquantenzahl
k beweisen:

(10.30)

n’ kann nur die Werte

n = V{+v , v=1,23,...

- n—|/€|—|—)\:n—(j+;>+\/<j+;>2_(Za)2

annehmen mit

no= |k, k41, .. fir (A), =-A
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Fiir jeden Wert von j = |k| — % gibt es wegen der kK = £1.... 2 Folgen von Energie-
Niveaus:

EA
1 Ikl+2 L Ikl +2
L Ikl+1 L |kl +1
1 Ikl
(N)js=—A (N =N

Fiir reelle Eigenwerte mul j + 3 > (Za) sein. Wir miissen noch die beiden Ener-
giesequenzen verstehen. Die Eigenfunktion ® von A ist keine Eigenfunktion von H,
sondern nur P®. Wir miissen also P® mit Hilfe der k klassifizieren. Dies kann man im
Hinblick auf den NR-Limes tun: A — —(GK und fiir einen Zustand positiver Energie
ist 6 =41 = A = —K. Wir erwarten daher, dal die Losungen der Gleichung 2.
Ordnung mit einem bestimmten Vorzeichen von A den Losungen der Gleichung 1.0rd-
nung entsprechen aber mit umgekehrtem Vorzeichen von A. Daraus folgt, dafl die Folge
(A)j, = =X k> 0 Werte besitzt, wihrend die andere Folge k < 0 Werte besitzt.

Wir wollen noch explizit den Zusammenhang zwischen k und ¢ herstellen. Es gilt

Im NR-Limes ist 8 =~ 1 und wir konnen ein nicht negatives ¢ definieren:

k(k —1) = 00+ 1)

Daraus folgt:

1
¢ = |k=j+5 fir k<0 (10.31)

K mifit die Ausrichtung von Y und L. Fiir £ > 0 sind sie im wesentlichen parallel

(j ={€+1), fiir k < 0 sind sie im wesentlichen antiparallel (j = ¢ — ). Dies rechtfertigt
die einfachere Analyse auf den vorherigen Seiten zur Berechnung von n’. Bei einer
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zweikomponentigen statt vierkomponentigen Analyse darf man tatséchlich so vorgehen,
da man dann Bahndrehimpulseigenfunktionen hat.

Das vollsténdige Niveau-Schema fiir H (Klassifikation mit nl;) ist dann:

= k=2
n=3 — 3px

k=1 k=-1
| 3y, —={-- — 3pwe

0 k=2
n=2 k=1 ‘ 1 2p3/2
L - 25y; - - ;\“ — 2pwe

n=1| _k=1 " noch entartet

n=12...,00;j= %, %, B % j=4L+ %-Entartung wird aufgehoben, /-Entartung
bleibt. Ein Teil der Entartung des NR-Falles ist aufgehoben. Aber z. B. sind die 2s1-
2

und 2p;1-Zustdnde noch entartet.
2

Fiir (Za) < 1 kann man entwickeln:

B me? mc?(Za)? 14 (Za)?
2n?2 n?

; 7 - ﬂ) (10.32)
2

Demnach betrigt die (nps — np1 )-Feinstrukturaufspaltung:
2 2

(Za)* 2
—F = A 10.
) el (Za) (10.33)

Die Aufspaltung ist demnach proportional zu o?.

Lamb-Shift:

Die zweifache Entartung (z. B. zwischen 2s 1 und 2p1) wird durch die Wechselwirkung
des Elektrons mit den Vakuumfluktuationen des elektromagnetischen Strahlungsfeldes
aufgehoben.

Hyperfein- Aufspaltung:
Jedes Niveau spaltet in 2 Niveaus auf aufgrund der Wechselwirkung des Elektrons mit
dem magnetischen Moment des Protons ( %; mc?a* < Feinstruktur).
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Resumée:
E 4

~ < 2Pap

\
\
\
| 2S5, 2P

Struktur: mc2a? ’

Feinstruktur: mc2a#

10.2 Nichtrelativistischer Grenzfall

(10.7) wire geeignet um den NR-Limes zu diskutieren. Héufig benutzt man aber zwei-
komponentige Spinoren:

_[¥ N () . Y3
o= (3 o) - () .
Daraus folgt:

HD@:E@ — (c-am+pm+V) @
()l ) )

( [me® + V]p +c(o - m)x )
[=mc2 + V]x +cla-m)yp

[E—mc®-V] p=cla-m)x, [E+mc*—V] x=c(ogxm)p oder

c(g - m) c(o - m)

= = =7 = —— 7 . 10.35
YT E_—me_vX X E—i—fch—V(p ( )

Im NR-Limes ist mc? die grofte Energie und |E — mc?| < mc? , |V| < mc?. Daraus
folgt, daf x in (10.35) klein sein wird, wihrend ¢ als relativistische Erweiterung der
NR-Schrédinger-Gleichung angesehen werden kann. Mit

E' = E —mdc (10.36)
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wird

c(o - ) 1 [ E’—V} [ 1 ]3
= ~ 1-— - @) 10.37
X oo+ B —v?T e 2mc? cle-me+ 2mc? ( )

E'vo = Ve+eclo-m)x

_ 1 2 _F
= Vet (en) vt sl nlV-E)e )y

Daraus folgt:

(- m)?
s [1+ am2ez | YT Vet

O"7T2 g -7 g- -7
@, @DV

Am2c2
mee (10.38)

(10.38) hat aber noch nicht die gewnschte Gestalt E'¢ = H ¢. Offensichtlich stort der
Term bei E':
i

4m2c2

=1+4 (10.39)

Wir definieren probehalber eine neue Wellenfunktion:

= (1 - g) ® (10.40)

A A A2 A
E'(1+A)p=FEQ1+A) (1—2> <I>:E’<1+2—4> <I>%E’(1+2> P

Daraus folgt:

E’<1+2> d =

und nach Multiplikation mit (1 — %)

ngm{gmmvwwﬂ@_A)¢

2m 4m?2c? 2
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po-(1-3)
2

erhalten wir eine Gleichung der Gestalt ' ® = H ®, wobei

v (o~ m)? N (a-ﬂ)V(UW)) (1A) >

2.2
2m dm=c 2 (10.41)

(c-m)?* 1

- (e (e-m)
2m 8m2c2

2m  4m?2c?

(V(Q'E)Q+(Q'E)2V—2(Q'E)V(Q'E))—

4
Der letzte Term o 8£7362 ist offensichtlich eine relativistische Korrektur zur kinetischen
Energie. Wir zerlegen H in H = H1 + Ho.

L2
Hy =TIy
2m
Mit (10.3) erhélt man:
72 X 1 e \? eh
= c—— =— (p—-A —-——00-H 10.42
H 2m+V—i—zg 2m Qm(p c ) +V chg (10.42)
Mit s = %g folgt
eh e e
—0v-H=— —s H=-m,-H=— 2s-H
2me mc mc
—
ms=--s 1B
Hierbei ist m; das magnetische Moment des Elektrons, up = 2'51‘6 das Bohrsche Ma-

gneton und g = 2 der gyromagnetische Faktor. Die Quantenelektrodynamik liefert die
Korrkturglieder g =2 [14 5= 4 ...].

1 e \2 1 e \?
Hi=5—|p—-A) +V+upho H=—(p——-A) +V+2ups-H
2m c 2m ¢ (10.43)

Wegen der negatiben Ladung des Elektrons koppeln Spin und Magnetfeld antiferroma-
gnetisch, magnetisches Moment und Magnetfeld aber ferromagnetisch!
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Elektron-Spin-Hamiltonian:

HSpin = Q;LB s-H= —IMg - H (10.44)

(10.44) hat die Energieeigenwerte :t% g - up - H (Zeeman-Aufspaltung; urspriinglich
bezeichnete das Wort Zeeman-Aufspaltung nur die Aufhebung der /-Entartung in einem
Magnetfeld).

Es folgt:

| St

lo-m,Vl=glp,V]=-0(VV)=i-e-ho-E , e E=-VV

~

V bezeichnet das elektrostatische Potential. Des weiteren gilt:

[V, VI =V(V¢)-VVy=(VV))

Damit folgt:

i-e-h
Hy = R o -7, 0-E] (10.45)
= L e p) (e B) - (¢ (o p)] £A vemachlissigt
m2c
i-e-h .
= *W[P'E*E‘PJFZQ(PXE*EXP)]
1-e-h 1-e-h eh
= T s e g e (VX E) - o ne (Exp).
Darwin-Term Spin-Bahn-Kopplung
Bei Kugelsymmetrie:
av
V=V(r) = VxE=0 , ¢E=-2"T1
dr r
Daraus folgt:
h 1dV 1 1dV

HSpin-Bahn = 22y ar & (rxp)= W;Ws-f
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Der Darwin-Term ist ein relativistisches Uberbleibsel der Zitterbewegung. Wir erhalten
also insgesamt:

1 14V eh

e PR BN v )
A4m2c2 r dr S 8m2c? v

1 e 2
H=5-(p- A) +V-m H+
m ¢ (10.46)

Das magnetische Moment des Elektrons und die Spin-Bahn-Kopplung der Pauli-Theorie
folgen somit zwangsldufig aus der Dirac-Gleichung.

10.3 Diracs Lochertheorie

Wir hatten schon auf die Schwierigkeiten bei der Interpretation von Losungen mit
negativen Energien hingewiesen. Hp ist nicht nach unten beschrinkt. Daraus folgt,
daf8 das Energiespektrum F = ++/m?c* + ¢2p? zwei Kontinua von Zustinden besitzt.
Die Elektronen wiirden dann durch Strahlungsiibergéinge nach unten verschwinden. So
wiire z. B. der Grundzustand des H-Atoms nicht stabil. Dirac fand folgenden Ausweg.
Alle Zustdnde mit negativer Energie sind mit Elektronen besetzt. Das Pauli-Prinzip
verhindert den Einbau weiterer Elektronen in diese Zustédnde mit negativer Energie.
AufBlerdem sollen diese besetzten Zustinde nicht beobachtbar sein. Fiir die beob-
achtbaren Elektronen verbleiben somit nur die Zustéinde mit positiven Energien.
Offensichtlich rettet also nur das Pauli-Prinzip die Dirac-Gleichung. Hieraus folgt der
Zusammenhang zwischen Spin und Statistik. Dirac-Teilchen kénnen nur Spin %-Teilchen
sein.

Den Vakuumzustand definieren wir als:

| Vakuum) =| 0) =| besetzte neg. Energiezustinde)

Einelektronenzustand:
Ip,s) = C;,s‘i‘ | 0) (10.47)

Cp,s erzeugt ein Elektron mit Impuls p und Spin s in einem positiven Energiezustand.

Paarerzeugung und Konzept des Positrons:

Durch Absorption eines Lichtquants kann ein Elektron negativer E Energie in einen
Zustand positiver Energie {ibergehen. Im Dirac-See verbleibt dann ein Loch. Relativ
zum Dirac-See entspricht diesem Loch ein Teilchen mit positiver Energie —F und und
der Ladung +|e|. Diese Teilchen sind beobachtbar, man nennt sie Positronen. Durch
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die Absorption hat man also ein Teilchenpaar (Elektron und Positron) erzeugt.

Die Schwierigkeiten bei der Dirac-Theorie bestehen genau darin, dal man —um ein
einziges Dirac-Teilchen mit positiver Dichte beschreiben zu kénnen— unendlich viele
Zustdnde mit nicht wechselwirkenden Elektronen besetzen mufl. Diese Inkonsistenzen
werden in der Quantenelektrodynamik widerspruchsfrei behoben. Hier sind Elektronen,
Positronen und Photonen eine Folge der Quantisierung von Feldern.

Ladungskonjugation:
Die Herleitung der Dirac-Gleichung war unabhingig vom Vorzeichen von e. Daher soll-
te die Gleichung beim Ubergang e — —e Symmetrie zeigen. Dieser Ubergang heif3t
Ladungskonjugation.

i-

[ih’y“ ((iw + hice A#) - mc] ¢, =0 Elektron (10.48)

{z’h'y“ <8,u - Zﬁ—e Au) - mc} 1 =0 Positron (10.49)
c
Ladungskonjugation:

(i) Konjugiert komplexe Gleichung fiir P,

immi v |
1
(ii) Setze
v, =i’
(10.50)
2 0 0'2 0 —’L2
T 52 0 ’ i 0
Also:
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2|y opt i-e n—1.: 2% _
gl [ﬂ'w <3uhcz4u>m6}(v) iy Yl =0,

——
—p

Mit ~2yH (7?)~t = —4* folgt:

[z’h’y” (8,u — % Au) — mc} P =0

als ladungskonjugierte Gleichung.

Betrachten wir als Beispiel ein ruhendes Elektron mit |:

0
0
%e = O
1
_ A2k
yLadungskonjugiert - gp =Y ye
0O 0 0 —¢ 0
_ 0 0 ¢ O 0
o 0 2 0 O 0
-3 0 0 0 1
0 0 0 1 0
- 0O 0 -1 0 01
o 0 -1 0 0 0|
1 0 0 0 1

Es entsteht ein Positron mit T und E = mc? > 0.

Abschlielend noch eine Bemerkung zur Dirac-Theorie:
Definiert man den Feynman-Propagator fiir ein Dirac-Teilchen mittels

[ZTL@Q — mc] Sp(wg,{rl) = 54(1'2 — l‘l)

o O O

187

(10.51)
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so erhélt man fiir die Fouriertransformierte (ohne Rechnung):

p+mc 1 .
S = = t = H 10.52
#(p) p? —m?c® +ie  p—mc+ie mit - p =P ( )

Die Fouriertransformierte lautet

Sr(z) = / (;ij:; exp (—;px> __ptme (10.53)

p? —m2c? + ie

wobei ie den Integrationsweg vorschreibt. Dabei wird die p’-Integration zuerst durch-
gefiihrt:

Im p°

Feynman - Weg

Im Unterschied zum retardierten Propagator beschreibt der Feynman-Propagator die
Bewegung eines Dirac-Teilchens mit positiver Energie (Elektronen) vorwérts in der zeit
—und die Bewegung eines Elektrons mit negativer Energie riickwérts in der Zeit, bzw.
eines Positrons mit positiver Energie vorwérts in der Zeit. In Anwesenheit eines dufleren
Feldes

ih Do — g A(zy) —me| Sa(zg,z1) = 6*(z9 — 1) (10.54)

&8t sich eine Integralgleichung fiir S4 herleiten:

SA(Z‘g,xl):SF(x3,$1)+§/d4x2 /A(xg)SA(a}Q,xl), (10.55)

die sich fiir kleines £ /A storungstheoretisch entwickeln 148t. Die entsprechenden

Feynman-Graphen demonstrieren noch einmal ganz deutlich, dafl die Dirac-Theorie
streng genommen keine Theorie fiir ein einziges Teilchen ist.



